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AVANT-PROPOS

Ce livre est un recueil d’exercices et de problemes dans les grands secteurs des mathématiques
pour I’ingénieur. Il s’adresse aux étudiants de troisicme année de Licence de physique et d’EEA
ainsi qu’aux éleves des écoles d’ingénieurs. Il est le fruit d’un enseignement de mathématiques
pour ’ingénieur dispensé en premiere année de 1’Ecole Nationale Supérieur d’Electronique, d’In-
formatique et de Radiocommunication de Bordeaux (ENSEIRB).

Nous avons pris le parti de privilégier I’exposé des méthodes de calcul et de recherche des
solutions en laissant parfois le soin au lecteur d’établir par lui-méme la justification mathématique
de telle ou telle étape (convergence uniforme d’intégrales ou de séries, permutation d’intégrales...).
Dans la plupart des chapitres, des exercices permettent de se familiariser avec les méthodes de
calcul. Les problemes sont plus structurés, plus approfondis et surtout orientés vers les applications
en physique de I’ingénieur. Certains peuvent constituer des « mini-projets » et &tre poursuivis par
des calculs sur ordinateur (il est fait référence dans quelques problémes a des prolongements sous
Maple).

Le chapitre 1 rappelle et présente des notions qui seront utilisées dans la suite de I’ouvrage. La
distribution de Dirac y est exposée selon I’approche « phénoménologique » usuelle pour les phy-
siciens qui permet une utilisation simple et extensive. L’ étude plus rigoureuse des distributions fait
I’objet du chapitre 5 (Distributions). Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux transformations inté-
grales de Fourier et de Laplace et a leurs applications en physique pour I’ingénieur, avec notam-
ment au chapitre 3 plusieurs problemes sur 1’étude des lignes de transmission. Le chapitre 4 est
consacré a I’étude des fonctions d’une variable complexe avec une orientation particuliere vers le
calcul d’intégrales. Ces notions sur les fonctions analytiques introduites au chapitre 4 et sur les dis-
tributions étudiées au chapitre 5 trouvent un prolongement au chapitre 6 ou elles sont appliquées
a la description du principe de causalité en physique et a la modélisation des filtres linéaires :
relations de Kramers- Kronig, filtres a phase minimale, relations de Bayard-Bode, théoréme de
Paley-Wiener. Les fonctions de Bessel, chapitre 7, et les polyndmes orthogonaux, chapitre 8, sont
étudiés en vue de leur application a la résolution d’équations différentielles et d’équations aux
dérivées partielles (chapitre 9).

Cet ouvrage ne prétend pas a I’exhaustivité et certains domaines des mathématiques pour la
physique n’y sont pas traités : la théorie des groupes dont les applications sont d’un niveau tech-
nique plus avancé, le calcul matriciel qui pour I’ingénieur ressort maintenant davantage du calcul
sur ordinateur avec des outils comme Matlab, le calcul variationnel, dont le champ d’application
est plus restreint.

La plupart des exercices et problémes originaux de cet ouvrage sont I’ceuvre d’une longue
collaboration au sein de laquelle nous tenons a remercier plus particulierement Bernard Morand,
Michel Daumens, Michel Hontebeyrie et Pierre Minnaert.
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OUTILS MATHEMATIQUES
DE BASE

RAPPELS DE COURS

1.1 RAPPELS D’ANALYSE

a) Intégrales généralisées

Définitions
o) R
/ fx)dx = Rlirn / f(x)dx

b b
/ fx)dx = lirr(l)/ f(x)dx si f non bornée en x = a
a €— a+te

Si ces limites existent, on dit que 1’intégrale correspondante converge (ou est convergente),
sinon elle diverge (ou est divergente).

Exemple
I'intégrale de Riemann (dans les deux cas ci-dessous onaa > 0) :

oo
o alinfini / ;dx converge si @ > 1 et diverge sinon
aa 1
e en zéro / ;dx converge si a < 1 et diverge sinon.
0

On en déduit un critére de convergence trés utile :

. 1 s °° . . .
e Sipourx~ooona:f(x)~ o alors l'intégrale / f(x)dx converge si @ > 1 et diverge sinon;
a

. 1 . a . . .
e sipourx~0ona:f(x)~ o alors l'intégrale / f(x)dx converge si « < 1 et diverge sinon.
0
Par extension on définit (définition au sens standard)

c R
f(x)dx = lim / fx)dx + Rlim / f(x)dx pour ¢ borné quelconque.
—R' - Je

R'— o0
c—€ b
fx)dx = lirr(l)/ fx)dx + l/im0 f(x)dx si f nonbornée en x = ¢ € la, b[

c+e’



Chapitre 1 - Outils mathématiques de base

On utilise souvent une définition alternative de ces intégrales généralisées dite au sens de la partie
principale (ou valeur principale) de Cauchy

R—o00

0 R
PP / fx)dx = lim / f(x)dx
—oo —R

b b
PP/ fx)dx = liII(l) fx)dx +/ f(x)dx 3 si f nonbornéeenx = c € la, b
a € cte

a

Si I’'intégrale converge au sens standard elle converge aussi en partie principale et les deux défi-
nitions donnent la méme valeur de I’intégrale. Une intégrale peut converger en PP sans converger
au sens standard.

b) Séries
Séries numériques

On appelle somme partielle de rang N d’une série numérique de terme général u,, la somme :

La série converge et a pour somme S si la suite Sy a une limite bornée : S = lim Sy et on note :

N—o0

o @]
S = Zun
n=0

Une condition nécessaire de convergence est que lim u, = 0;la convergence de la série de terme
n—oo

général |u,| entraine celle de la série de terme général u,, qui est alors qualifiée d’absolument
convergente.

Exemples

1. soit {(x) = Z % (fonction ¢ de Riemann); cette fonction est définie (ie la série converge)

n=1
pour x > 1;

oo
2. la série géométrique de raison q : Zq” est convergente pour |g| < 1 et a pour somme
n=0

1-q°

o Criteres de convergence pour une série a termes positifs (u, > 0) :

. , . . u
o critere de d’Alembert : soit L = lim —-!
n—oo U,

.Si L < 1 la série converge; si L > 1 la série

diverge ;



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

1.1. Rappels d’analyse

o critere de Cauchy : soit L = lim (un)l/ ".Si L < 1 la série converge; si L > 1 la série
n—oo
diverge ;

N . R u L.
o critére de comparaison : si lim — = L avec 0 < L < oo alors les deux séries de terme
n—oo vn

général u,, et v, sont de méme nature.

Pour une série alternée u,, = (—1)"a, avec a, > 0 on a le critére de Leibniz : si a partir d’un
rang N la suite a, est monotone décroissante et lim a, = 0 (condition nécessaire) alors la série
n—oo
converge.

Séries de fonctions

Le terme général est une fonction : x — u,(x). De ce fait la somme de la série est aussi une fonc-
tion x — S(x). A x fixé on est ramené a une série numérique. La convergence de la série est alors
assujettie a la valeur de la variable (convergence simple). On parle de domaine de convergence.

S’il existe une série numérique convergente a termes positifs a, telle qu’a partir d’un rang N on
a|u,(x)| < a, Vx € [a,b] alors la série de terme général u, (x) est uniformément (et absolument)
convergente dans [a, b] et la somme de la série est une fonction continue dans cet intervalle (critere
de Weierstrass).

e Cas particulier : les séries entiéres u,(x) = a,x"

. . N, . a Z
Le domaine de convergence est I'intervalle | — R, R[ ol R = lim |——| est appelé rayon de
n—00 | 4]

convergence de la série (dans C le domaine de convergence est un disque de rayon R). Dans
le domaine de convergence la somme d’une série entiere est une fonction continue. La série est
dérivable et intégrable terme a terme.

Exemples de séries entiéres

oo ) 1 oo n X2n

> x =1 x| <1 pGR) @n) =cosx |x| <oo
n=0 n=0 ’

oo X" o X2n+1 .

Zm _p x| < oo Z(—1)”m =sinx |x| <oo
n=0 n=0 ’

Yoo =-In(1-x |x]<1

n=1 n

c) Equations différentielles

1l existe des méthodes générales de résolution dans un petit nombre de cas rappelés ci-dessous :



Chapitre 1 - Outils mathématiques de base

e Equations du premier ordre F(x,y,y') =0

« les équations aux variables séparables : I’équation peut étre mise sous la forme f(y)dy = g(x)dx
et intégrée directement ;

o les équations linéaires : elles sont de la forme

ap(x)y" +ai(x)y = f(x)

aj(x
(x) dx]
. . . ao(x)

est une solution de 1’équation sans second membre, & une constante arbitraire et yo(x) une
solution particuliére de 1’équation compléte, qui peut s’obtenir par variation de la constante :

)’O(X):)’1(x)/ J&) gy

a0y ()

o Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

la solution générale est de la forme : y(x) = ay;(x) + yo(x) ol y;(x) = exp [— /

aoy” +ary’ +azy = f(x)

L’équation sans second membre se résout en posant y(x) = ¢ our € R ou C est déterminé par
identification. La solution particuliere de I’équation compléte s’obtient par identification selon la
forme du second membre ou par la méthode de variation de la constante.

1.2 LES FONCTIONS UTILISEES EN PHYSIQUE

e Fonctions continues ou continues par morceaux, d dérivées continues ou
continues par morceaux

Une fonction est de classe C* sur un intervalle / (éventuellement R) si elle est continue sur / ainsi
que ses k premieres dérivées. Une fonction C* est indéfiniment dérivable.

Une fonction continue par morceaux a des discontinuités de premiere espece (de saut fini) et est
continue sur les intervalles délimités par les discontinuités.

Exemples

1. la fonction valeur absolue t — |t] est ¢! par morceaux car elle est continue (C% et sa dérivée
premiére est continue par morceaux;

2. la fonction (ou échelon) de Heaviside

u:t—u(t) = Opourt<O
= 1pourt>0

est continue par morceaux (ou C° par morceaux);

3. les fonctions causales sont nulles pour t < 0. Elles satisfont I'identité f = uf ol u est la
fonction de Heaviside.
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1.2. Les fonctions utilisées en physique

e Fonctions périodiques

3T >0: f¢+T) = f(r) Vt. Le plus petit réel positif T qui satisfait cette identité est la

période de la fonction qui est alors qualifiée de T—périodique. Exemple : la fonction harmonique

t 2
t — exp (21’77;) . La fréquence est définie par v = T et la pulsation par w = 27y = 777

e Fonctions caractérisées par leurs propriétés d’intégration
o Les fonctions sommables (ou intégrables) sont celles dont 1’intégrale / | f()| dt est bornée.
R

Elles forment un espace vectoriel noté £!.

« Les fonctions de carré sommable sont celles dont I’intégrale / | f()|*dt est bornée. Elles

R

forment un espace vectoriel noté £. Ces fonctions modélisent en particulier les signaux d’éner-
gie finie ou encore les fonctions d’ondes de la mécanique quantique.

« On peut définir plus généralement 1’espace £* pour k quelconque dont les deux espaces £! et
L£? sont des cas particuliers trés utilisés en physique et théorie du signal.

« Les fonctions localement sommables sont celles dont I’intégrale / | f(2)| dt est bornée sur tout

1
intervalle / fermé borné. Elles forment un espace vectoriel noté £},.. On utilise parfois £7,.
I’ensemble des fonctions de carré localement sommable.

Il est clair que les fonctions de £' sont localement sommables (et celles de £* de carré locale-
ment sommable).

e Fonctions tempérées

Ce sont les fonctions localement sommables et a croissance lente, c¢’est-a-dire celles qui croissent

au plus comme une puissance (finie) de ¢. Autrement dit on peut trouver un entier N non négatif

borné tel que lim
|t]—o0

croissance lente.

La plupart des fonctions utilisées en physique sont des fonctions tempérées.

= 0. Notons qu’une fonction décroissante a I’infini est forcément a

o Egalité presque partout

On dit que deux fonctions f et g sont égales presque partout et on note f e gsi f(r) = g@)

Vt sauf sur un ensemble dénombrable de valeurs de ¢ (ensemble de mesure nulle). Par exemple la
dérivée de la fonction de Heaviside est presque partout nulle. Les fonctions égales presque partout
ont comme propriété :

fgg@/f(t)dt:/g(t)dt VI
1 1

Cette propriété entraine que les éléments de £' (de £*) sont en fait les classes d’équivalence des
fonctions égales presque partout et (de carré) sommables.



Chapitre 1 - Outils mathématiques de base

e Modélisation des signaux impulsionnels

L’impulsion 6 de Dirac (définition « phénoménologique » ; pour une théorie rigoureuse voir le

chapitre 5). -
vf / ot —a) f(r)dt

vf / h 8"@) f(ydt

g8t — 1)
S(at) = i(S(z)
|al

f(a)

(=1)" £™(0)
g(t0)d(t — to)
en particulier 6(—t) = 6(¢)

La notation Vf doit rester compatible avec I’existence des valeurs de f qui y apparaissent

(f(0), f(a), £(0),...).

Si f est discontinue en #; avec pour saut ¢ on peut écrire f(t) = f.(t) + ou(t — tpy) ou f. est

continue, alors :

au sens des fonctions —  f'(t) = f/(t) presque partout
au sens des distributions —  f'(t) = f/(t) + o 8(t — ty)

En particulier, au sens des distributions u’(t) = 8(¢).

o Formule de Leibniz sur la dérivée n®™® d’un produit de deux fonctions

[ () v (1™ = Ch [ ()™ [v )"

k=0

ol C¥ est le coefficient du bindme : C* =

Définitions

k!'(n—k)!"

Fonction de Heaviside : u(t) = O pourt < 0
=1lpourt >1

Fonction « signe » : sign(¢) = —1 pourt < 0
= lpourt >0
=2u(t)—1

T T
Fonction « porte » : II7(t) = 1 pour t € [_57 5]

= 0 sinon

t
Fonction « triangle » : Ar(t) = <1 - ||> u (T —|t])

T

Fonction sinus cardinal : sinc(t) =

sin (77t)

t
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1.3. Les Séries de Fourier

1.3 LES SERIES DE FOURIER

o f estune fonction T—périodique sommable sur tout intervalle A fermé de longueur 7 ; on note

2
W= 777- la pulsation fondamentale. On appelle coefficient de Fourier de f :

1 .
c,,:—/f(t)e_’""”dt nez
T Ja
On définit la série de Fourier de f :

SE(fst) =) e "

neZ

o Sienty € A, f et f'ont une valeur a droite et une valeur a gauche alors (théoréeme de
Dirichlet)

1
Se(fito) =7 [f@)+ f(1)]

o Si f est continue et f’continue par morceaux alors Sg(f;t) = f(¢) uniformément Vz et la
série de Fourier de f’ s’obtient en dérivant celle de f terme 2 terme.

o Si festC*! et f® est continue par morceaux alors |c, | ~ pour n grand.

nk+1

o Série de Fourier de fonctions réelles : f réelle = c¢_, = ¢, (complexe conjugué de c,) ; alors

1 oo
Se(fit) = 40+ Zan cosnwt + b, sinnwt
n=1
. 1 . 1 )
ap = Cp+C_y bn = l(Cn - C—n) = Ch = E(an - lbn) C_pn= E(an + lbn)

2 2 2
apg = —/f(t) dt a,,:—/f(t) cosnwt dt b,,:—/f(t) sinnwt dt
T Ja T Ja T Ja

« On rappelle la relation de Parseval (pour f € £ (A))

1 2 1 &
7/A’f(l)\2 dt = ey’ = (%) +§Z(05+b5)

nez n=1
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1.4 LES FONCTIONS DEFIN

Quelques fonctions usuelles

IES PAR DES INTEGRALES

Fonctions eulériennes

La fonction Gamma I'(x)

La fonction Béta B(x, y)

+00
I'x) = / e 't* 'dr x e R*™
0

+00
'™(x) :/ e '(In)"t* 'dt x¢e
0

I'x+1) xT(x) Vx GR\{Zf}

() =1, F(%) =7
1
M) =-y TG =-(+hdy7

v = 0,577... constante d’Euler

1 (2n)!
F(n+]):n! F(I’l+§):mﬁ

Pour (x, y) € R**?

1
B(x,y) = / A=y dr
0

R** ) / " (cos 0! (sin )2~ 6
0

/OO txfl
0

UL
(T+ 1y

For(y)

B(x,y) = T+ )

Vx,y,x+y GR\{Z_}

B(x,1 —x)=Tx)I' —x)=

T
7
Si xg;é

1n 7x

Toutes les fonctions ci-dessous sont définies sur R** ; certaines peuvent étre prolongées sur R*

ou méme sur R.

2 x 2
Fonction Erreur Erf(x) = — e " dt
7

2 oo
Erreur complémentaire Erfc(x) = NG / e dt
T X

t
Sinus Intégral  Si(x) :/ % di
0

—t

+00
Exp®™ Intégrale £,  E,(x) = / et— dt neN*
X

cost
— dt

+00
Cosinus Intégral Ci(x) = — / p

X t
Exp"® Intégrale E; Ei(x)= PP / 67 dt

o
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Enoncés des exercices

Produit de convolution

+00

frgit—(f*g)t) z/ f@t—1t" g dr’

e
Si f et g sont causaux : (f * g)(t) = u(t)/ ft—1t)gthdt
0
On utilise couramment la notation (abusive) f(¢) x g(t).

e Propriétés

o symétrie: fxg=gx* f

esifelletgeLlalors fxge L]

« si f € L' et g’ est continue et bornée a 'infini alors (f * g)' = f g’

ENONCES DES EXERCICES

1.1 Intégrales généralisées

ED Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1 1
(a): /0 N x)dx (b): /_1 GrDx 1)\3/)7dx

(c)‘/dex
0 w/x(x3+1)

o0
P) Etudier en fonction de « la convergence de I'intégrale /
0

(d) :/ e "cosx dx
0

a—1

d
x+1 x

o0

E) Lintégrale /

—0oQ

pale ? Si oui la calculer.

1 dx est-elle convergente au sens standard ? au sens de la partie princi-

1.2 Séries

D Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries :
n=0 \/7 ‘ n=1 n? ' n=0 \/ﬁ

F) Pour quelles valeurs de a la série de terme général (1 — a)" est-elle convergente ? Calculer sa
somme.

1
E) Calculer la somme de la série Z pr
=0



Chapitre 1 - Outils mathématiques de base

) Soit deux séries numériques absolument convergentes de terme général respectivement a,, et

b,. Montrer que la série de terme général a, cosnx + b, sinnx est uniformément convergente
Vx € R.

1.3 Equations différentielles

ED Résoudre les équations différentielles du premier ordre :

y JE—

(@) y +y’sinx =0avec y0) =1 (b)y =a>—? (c)(1+x)y/+; e

) Résoudre les équations différentielles du second ordre :
(@) y" +2y' +2y =2x —sinx (b) y” +y = In|cos x|
1.4 Impulsion de Dirac

D Etablir les propriétés suivantes de I’impulsion de Dirac :
b
(a) / f@®)6(t — ty)dt = f(ty) sity €la, b[ et 0 sinon.

1 b

F) Calculer :

(a) /OO 2t +3)6(t + 1)dt (b) /OO te_’25(t + 1)dt
S 0
2 oo

() / (2 +3:2)8'(t — Ddt  (d) / 1 cos(t) 8™ ()dt
—1 —0o0

E) Calculer /"8®(¢). En déduire n solutions indépendantes au sens des distributions des équa-
tions :

"T = 0
"T = 6
) Potentiel coulombien a une dimension

a) Calculer « au sens des distributions » la dérivée seconde de x — |x]|.

b) On place une particule ponctuelle de charge ¢ a ’origine (x = 0) dans un espace a une

dimension (une ligne). Le potentiel créé par la charge a 1’abscisse x est solution de 1’équation
de Poisson a une dimension

V/(x) = —6105@)

Trouver la solution de cette équation qui soit une fonction paire.

10
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Enoncés des exercices

¢) On place sur la ligne une autre particule, de charge —g. A I'instant ¢ = 0 elle est située en
xo 7 0 et possede une vitesse vy. Montrer que quelle que soit sa vitesse initale vy elle ne peut
pas échapper a I’attraction de la particule localisée en x = 0.
On rappelle que la force que ressent en x la particule de charge —g plongée dans le potentiel
V(x)est: F(x) =qV'(x).
1.5 Séries de Fourier; propriétés, dérivation

ED Développer en série de Fourier la fonction T—périodique suivante :
f@®) = at —T/2<t<0
= bt 0<t<T/2
ou |a| # |b|. Discuter les cas a = £b.

) Développer en série de Fourier la fonction T—périodique suivante :

gty = a —-T/2<t<0
= b 0<r<T)/2

E) Comment peut-on comparer ce résultat i celui de la question précédente ?

1.6 Série de Fourier et somme de séries

Développer en série de Fourier la fonction paire et 27—périodique définie pour ¢ € [0, 7] par
f(t)y=e".

En déduire la valeur de la somme des séries numériques :

1.7 Série de Fourier

Développer en série de Fourier la fonction 27m—périodique définie par : f(f) = sin(wgt) pour
—1 < t < mavec wy € ]0, 1[. Que se passe-t-il quand wy — 17?

1.8 Série de Fourier et équations différentielles

Trouver une solution particuliere périodique de I’équation y”(r) — 4y(t) = f(¢t) ol f est
27r-périodique définie par f(r) = |t| pour t € [—7, 7].

1.9 Séries de Fourier sinus et séries de Fourier cosinus

Soit f une fonction satisfaisant les criteres de Dirichlet sur ]0, L[. Construire une série de Fourier
de périodes 2L ne comportant que des termes en sinus (cosinus) et qui coincide avec f sur ]0, L[.

Applications :

« Développer en série de Fourier-cosinus sur [0, 7] la fonction f(¢) = sint.

« Construire la série de Fourier-sinus puis la série de Fourier-cosinus qui coincident avec la fonc-
tion t — cosh ¢ sur ]0, 1].

11
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1.10 Fonctions eulériennes

5 1 1 1
D Calculer F(E)’ B(2, —5), I'(n+ 5) et en déduire I'(—n + 5) (n € N%).

o0

P) Calculer J, = "e= Int dt (n € N,a € R*")entermes de I"etde I".

0
Donner la valeur de J, et de J;.

1.11 Calcul d’intégrales

Calculer les intégrales suivantes :

[ee} oo —at
I = t%e Pldr (B>0,a>—1) L = / ¢ dt (a,b>0)
D 1 /0 B B b . i

X oo
l 2
L R I _ —(at +2bt+c)dt 0
B o /0 S D L /x e (a > 0)
/2 =
P = / (tan0)*d0 ac]—1,1[ D &= / costpOCHdt
; 0
2 1‘/Ooe_atdt @b > 0) 3 1‘/Be_atdt (a>0;5-b ¢ [a,B)
1= o t+b ’ ° o 1+D ’ "
o ST °° sinat
Iy = dt ho = o e=0
D 5 /1 2 D o /0 T
12

142

D =/ —dt (neNY) 112:/ © — )it
0 0

1.12 Produit de convolution

D Calculer les produits de convolution f * g (les fonctions II, et A, ci-dessous sont définies
dans le rappel de cours) :

@ f@)=1L@) g) = f(r)

(b) f(1)=1I() g(t) =2A5(t) = 2 — |t u(2 — |t)

() f(r)=sint g(t) =al,(t)=(a—[thu@—1t)) a>0
_ L a—1_—t — L b—1,—t

@ fu(t) = e ut) a>0 ft)= e u(t) b>0

P) Calculer f % 6™.

12
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Enoncés des problémes

2752
e t-/2a" .

>

1
E) On désigne par f, la fonction définie pour a > 0 par f,(f) = ——
a

T
o) 2
a) Montrer que/ e~ By = ,/z exp ('B—>
oo a 4a

b) Calculer f, * fj.
¢) Calculer £* = £, * f, * f, puis £, (n entier positif).

ENONCES DES PROBLEMES

Probléme 1.1 Equation de la chaleur

Trouver a I’aide des séries de Fourier la solution du probléme suivant :

u(x,t) définie pour x € [0,I]ett >0
6_14 = a(92_u — Bu a>0 ; B>0
o Ox? ’

u,1) = ul,t)=0 t>0
u(x,0) x(Il —x) x€]0,1]

Probléme 1.2 Séries de Fourier, polynomes de Bernouilli et fonction ¢
de Riemann

Les polyndmes de Bernouilli sont définis par :

1

Bl(x):x—i

Bjx) = By(x)
B() = B0) }””

On veut déterminer la série de Fourier S, de période 1, qui coincide avec B, pour x € ]0, 1.
ED Déterminer S;.

) Etablir que le coefficient aq de S, est nul Va.

B Quelle relation existe-t-il entre S, et S, ? En déduire I’expression de S, ; on distinguera le
cas n pair du cas n impair.

B Justifier que S,,(0) = B, (0) pour n > 2. Calculer B,(x) et B4(x) et en déduire {(2) et {(4) ou
la fonction { de Riemann est définie par :

§<x)=§jnix

n=1

13
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Probleme 1.3 Phénomeéne de Gibbs

ED Soit f une fonction 277—périodique admettant un développement en série de Fourier et Sy (t)
la somme partielle d’ordre N de la série de Fourier

N

Sn(t) =ap/2+ ) a, cos(nt) + b, sin(nt)
n=0

a) Montrer que
1 m
a, cos(nt) + b, sin(nt) = — f(tcos(n(t’ — t))dt’
m —TT
b) En déduire que

LT ,sin [(N + )" — 1)
Sy(t) = _Wf(t) sin [3¢ — 1)

2w
) Soit la fonction f, impaire, 27—périodique, définie par £(z) = 1 sur [0, 7[.
a) Déterminer sa série de Fourier.

dt’

b) En utilisant le résultat de la question [[J) b) montrer que pour ¢ € | — 7, [

1 (" sin [(N+%)u]d 1 (™ sin [(N + 1)u]
2m /—t *

S - _
() sin (%u) 27 )y sin (%u)

¢) On regarde le voisinage de t+ = 0 et on se place pour N grand. Montrer que dans cette
situation la seconde intégrale est négligeable devant la premiére et que

1 mt .
Sw (1) ~ / sinv dv
0

mm sin (ﬁ)

1
ouonaposem:N+§,v:um.

. . . A, 7T b
d) En déduire que le premier maximum de Sy(¢) apparait pour r ~ — ~ —. Montrer qu’une
m

=[3

valeur approchée du premier maximum de Sy (¢) est donnée par
2 (7 sin
Sy~ — / —fd ¢
TJo &
Quelle remarque peut-on faire au vu de ce résultat ?

Probléeme 1.4 Formule de Stirling pour la fonction T’
ED Montrer que

1
/ InT(t)dt = InV2m

0

14
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Du mal a démarrer ?

F) On définit pour x > 0
x+1
Fx) = / InI'(¢)dt

a) Calculer F’'(x).
b) A I’aide du résultat de la question B en déduire I’expression de F(x).

E) En appliquant la régle des trapezes (voir formulaire) a I’intégrale qui définit la fonction F
montrer que (formule de Stirling)

x> 1=Tx+1) = V2 xt e (1+0(1/x))

Formulaire
1
/ Insin(70)df = —1n2
0

2

d 1
0<ﬁlnlﬂ(x)<xf1 pour x > 1

b
/ Fedx = 3 (b~ ) Lf@+ fB)] — 55 (b —a)’ f'(8)  avecd € la, b

DU MAL A DEMARRER ?

1.1 D et P) Utiliser les critéres de convergence.

E) Décomposer PR éléments simples. Dans cette méme question pour intégrer les élé-
+

ments simples prendre la partie principale a I’infini (justifier).
1.2 [D et ) Utiliser les critéres de convergence.

E) Utiliser la table de séries entiéres.
1.3 ) Seconde équation : utiliser la méthode de variation des constantes.
1.4 D a) Définir une fonction g(t) = f(¢) pour t € la, b[ et g(¢) = 0 sinon.

F) d) et E) : Utiliser la formule de Leibniz. [Z) a) : La dérivée d’une fonction discontinue
est différente selon qu’on la calcule au sens des fonctions ou au sens des distributions.

1.5 Vérifier les symétries éventuelles de la fonction selon les valeurs de a et b.

E) On remarque que g = f'.

15
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1.6 La fonction est continue donc elle est égale a sa série de Fourier en particulier en t = 0 et
t=m.

1.7 Prendre soigneusement la limite wy — 1.

1.8 L’équation différentielle ne fait intervenir que des dérivées paires et le second membre est une
fonction paire ; on cherche donc la solution sous la forme d’une série de Fourier paire.

1.9 Prolonger la fonction f sur |—L, O[ de fagon a obtenir une fonction paire (impaire) et prolon-
ger la fonction ainsi définie |—L, L[ sur R par périodicité de période 2L.

1.10 Attention (voir table dans les rappels de cours) : on définit I" (x) pour x < 0 non entier en
I'(x+n)

x(x+1)---(x+n—1)

prolongeant les valeurs pour x > 0 aI’aide de I’identité I' (x) = pour

x € ]—n,—n+ 1[ avec n € N*,

o : t
1.11 I, : poser u = V't + b2 ; I : intégrer par parties et utiliser / h— Ea )dt = g
0

distinguer le cas @ < B < —bducas —b < a < B; Iy : posert = e"; I, : poser u = t*";
11> : poser u = t2/9.

sign(a); I :

1.12 D a) et b) On peut utiliser un raisonnement graphique.

Probléme 1.1
Les conditions aux limites suggerent de chercher des solutions de la forme
X

u(x, 1) = an(t)sinmrl

n>1
pour implémenter la condition initiale utiliser les séries de Fourier sinus (exercice 1.9).

Probléme 1.2

ED Remarquer que la série de Fourier S; est une fonction impaire. Dans la suite, attention  ne
pas faire de confusion entre I’indice n qui numérote les polynomes de Bernouilli et I’'indice k qui
repere les coefficients de Fourier.

B La relation de récurrence entre les a,(n) et les bi(n + 1) sera transformée en relations par pas
de deux dans une méme série de coefficients.

Probléme 1.3
F) b) Dans I’expression de Sy(r) on fera un changement de variable u = t — ¢’ dans I’intégrale
entre —7 et 0 et u = t' — ¢t dans I’autre intégrale.

F) ¢) On établira que pour t ~ 0 les deux intégrales de la question ) sont de la forme

/a g(t)dt = 2eg(a) + o(e).

—€

Probléme 1.4
D On fera le changement de variable t' = 1 — ¢. Dans tout le probléme, utiliser les propriétés de
la fonction I'.

16
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Corrigés des exercices

Corrigés des exercices

1.1 D Convergence des intégrales :

a) La fonction ? est non bornée en 0 et 1 qui sont les deux bornes de I’intégrale.
x(l —x
1 1 . . .
Pour x ~ 0 : —— ~ — = ——; le critére de comparaison avec I’intégrale de
V(T —x)  x  x1/2
Riemann est applicable avec o = 2 < 1 donc I'intégrale converge a la borne inférieure.
1 1 1 . .
Pour x ~ = 1a encore le critere de comparaison avec

1: ~ = ;

Vid—x) VI—-x (1-x)?
I’intégrale de Riemann est applicable avec & = 3 < 1 donc I’intégrale converge aussi a la
borne supérieure ; elle est donc convergente.

1 1 1 1
b) La fonction m est non bornée en —1 et 0. Pour x ~ 0 : W ~ 3_\/J7 = 3 ;
1

le critere de comparaison avec 1’intégrale de Riemann est applicable avec @« = = < 1 donc

1
1: ~
(x+Dy/x  —(x+1)
avec I’intégrale de Riemann est applicable avec @ = 1 donc I’intégrale diverge a la borne
inférieure ; elle est donc divergente.

I’intégrale converge en 0. Pour x ~ —

; le critere de comparaison

+1 1 1
¢) Pourx ~0: At ; on a donc de nouveau o = 2 < 1 et’intégrale converge
\/x (23 +1) Vx

x+1

,/x(x3+l) -

donc divergente.

en 0. A I'infini .Onaici @ = 1 donc I’intégrale diverge a I’infini ; elle est

= | =

d) On a ‘e_" cosx‘ < e qui est intégrable entre O et I’infini. Donc I’intégrable est conver-

gente.
. oo La—1
F) Etudions la convergence de I’intégrale / " 1dx cenx ~0:
0 X
-1
x“ el 1
x+1 xl-a

Le critere de comparaison avec I'intégrale de Riemann conduita 1 —a < 1 = a > 0.
a—1 1

A linfini — ——,- Le critere de comparaison avec I'intégrale de Riemann conduit a

2—a> lx: a < 1 Finalement I’intégrale converge pour « € 0, 1[.

17
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E) A U'infini

S, . L, NPT
L1 qui décroit plus vite que e L’intégrale converge donc a I’infini. La

fonction Tl est non bornée en x = —1. Au voisinagede x = —1:
X
[ 1 1
B+l @+ D (x2—x+1)  (x+D) @+

oo

avec a = 1. L’intégrale / -
o X7+ 1
Au sens de la partie principale :

dx est donc divergente au sens standard.

1 1 R x =2
B+l (x+1)(x2—x+1)_3 x+1 x2—x+1

<1 1 < 1 > x=2
PP dx = = |PP dx — PP —d
/_Oox3+lx 3[ /_Oox+1x /_Ooxz—x+1 x}

L’intégrale originelle est convergente a I’infini mais dans la décomposition de la fraction ration-
nelle on fait apparaitre deux intégrales, chacune étant divergente au sens standard. Comme
I'intégrale de départ est convergente (a 1’infini) on peut donc aussi bien la prendre en partie
principale et donc chacune des deux intégrales ci-dessus sera calculée en partie principale a
I’infini ce qui permet de récupérer la partie finie de la somme des deux intégrales. En outre, la
premiere sera calculée aussi en partie principale en —1.

o0 1 —1—€ 1 R 1
PP/ dx lim lim / dx+/ dx
Ceo X+ 1 R—ooe—0 | J_p  x+1 Clse X+ 1

—  lim lim {m e+ 1|75+ Inx + 1\|’jl+s}

R—00 e—0

R+1 _

=0
R—-1

= lim lim{lne—In(R—1)+In(R+1) —Ine} = Rlim In
— 00

R—00 €—0

Dans I’autre intégrale, le dénominateur ne s’annule pas. Faisons le changement de variable
1

u=x— <.

2

PP/ TS i = PP/ S

2
oo X —x+1 7oou2+1

R R
3 1
= lim / u3du——/ ———du
R—o0 —Ru2+Z 2 —R“2+Z

V3

32 . 2u ‘Oo

———— arctan — = —7
2v3 V3o

ou la premiere des deux intégrales dans la deuxieme ligne est nulle par symétrie (intégrale

d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport a 1’origine). En regroupant les

18
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résultats on obtient

<] T
PP ———dx = —
/_OO PO V3
Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Ce dernier exercice met bien en évidence le role de la limite symétrique dans la définition
d’une intégrale en partie principale puisque la compensation des infinis se fait grice a cette
symétrie.

1.2 [ID Déterminons la nature des séries :

1 1 .
a) Le terme général u, = —— ~ — pour n grand. La série est de méme nature que celle
n

n2+1

1 . . .
de terme général — c’est-a-dire divergente (série de Riemann avec o = 1).
n

2" +1 2\" 1+1/2" 2\"
b) Le terme général u,, = m In = (§> % ~ <§> pour n grand. La série est
n

de méme nature que celle de terme général 3 qui est une série géométrique de raison

3 < 1. La série est donc convergente.

¢) Asymptotiquement le logarithme est dominé par la fonction puissance; il existe donc

1
€€]0,1[ et N(e) tels que n > N(€) = Inn < n®. On a alors n_zn < 5—- La comparaison

avec la fonction de Riemann pour x = 2 — € > 1 permet de conclure a la convergence de la
série.
— 1)”

. . 1 .
d) La série de terme général u,, = est une série alternée avec |u,| = — qui est mono-
n n

tone décroissant et tend vers zéro. Le critere de Leibniz est satisfait et la série converge.

F) La série de terme général (1 — a)" est une série géométrique. Elle converge pour |1 —a| < 1

1 1
c’est-a-dire pour a € ]0,2[. Sa somme est ———— = —.
1—(1—a) a
E) On peut écrire OOE 1_ EOO l =el=2,718
P ‘ n! ) n! IR
n—= n=( x=1

) Les séries Z |ay| et Z |b,| convergent. Il en est de méme de la série Z |an| + |by|. Par
n n

n
ailleurs g |a, cosnx + b, sinnx| < g |a, |+ |b,| Vx. Donc d’aprés le théoreme de Weirstrass

n n
la série trigonométrique converge alors uniformément pour tout x et sa somme est une fonction
continue.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Cet exercice fait apparaitre 1’utilité du critere de comparaison avec la série de Riemann ou
avec la série géométrique.
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1.3 [ED On résout les équations différentielles du premier ordre :
a) C’est une équation séparable :

! 1 -1
y +y?siny = O@%z—sinx@——:cosx+C:>y(x):7
y y cosx +C
—1
0) = =1=C=-2
y©) 1+C
finalement !
y(x):2—cosx

b) La aussi on a une équation séparable :

/

r_ 2 2 Y _
y =a -y <:>7a2—y2 = 1
1 ! ! 1
_ Y + Y = 1= —1In ary =x+C
2a la—y a+y 2a —
a+y dax Ke?™ — 1
a—y ¢ () TK e 1
¢) On aune équation linéaire. On cherche d’abord la solution générale de I’équation sans second
membre y
(1+x)y'+==0
by
qui est séparable
! 1 1 1
Yo v 1
y x(1+x) x l+x
x+1
= nx)=K

Recherchons maintenant une solution particuliere de I’équation compléte par la méthode de
variation de la constante :

x+1
Yo(x) = K(x)
1 +17 1
Qe+l = Lo g1
X X X X
, 1 1 1 1
= K'(x)= 5 === — 5
x(x+1) x x+1 (x+1
X 1
Kx) =1
- (x) =In +1 x+1
Ce qui donne finalement
1 1 1
oy =2y ctE
1 X
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F) Résolution d’équations différentielles du second ordre.
a) On résout 1’équation sans second membre en cherchant des solutions en e’

PP2r+2 = 0=>r=—1+i
yo(x) = e *(Acosx + Bsinx)
Le second membre est de la forme fi(x) + f>(x) avec fi(x) = 2x et fo(x) = —sinx. Onva

donc chercher y; et y, solutions de

y+2y;+2y; = 2x
VY +2y5+2y, = —sinx
et la solution recherchée de 1’équation complete sera la somme y; + y».
Cherchons y; sous la forme d’un polyndme de degré 1 : y;(x) = ax + b. En identifiant on

obtient :
2a+ax+b=2x=>a=2,b=—-4=y(x)=2x —4

Cherchons y; sous la forme d’une combinaison de fonctions trigonométriques :

y2(x) =acosx +bsinx.
En identifiant on obtient :

(@a+2b)cosx +(b—2a)sinx = —sinx =>a+2b=0, b —2a=-—1

2 1
On en déduit a = 3 eth = —3 et

1 .
Yo (x) = 3 (2cosx — sinx)
Finalement la solution générale est donnée par
x . 1 .
y(x)=e " (Acosx + Bsinx)+2x —4+ 5 (2cosx — sinx)
b) L’équation sans second membre a pour solution y;(x) = A cosx + B sinx. Pour trouver la
solution particuliere de 1’équation complete on va utiliser la variation des constantes : on

cherche yy(x) sous la forme

yo(x) = A(x)cosx + B(x)sinx
yo(x) = —A(x)sinx + B (x)cosx + A’ (x)cosx + B’ (x)sinx

On a deux fonctions inconnues A (x) et B (x), il faut donc deux équations pour les détermi-
ner. L’une sera I’équation différentielle ; pour 1’autre imposons

A’ (x)cosx + B’ (x)sinx =0 (1.1)
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ce qui simplifie I’expression de y/(x)
yo(x) = —A (x)sinx + B (x) cos x
11 vient donc pour y{/(x)
yo (x) = —A(x)cosx — B (x)sinx — A’ (x)sinx + B’ (x) cos x
En injectant dans 1’équation compléte on obtient
—A’ (x)sinx + B’ (x) cosx = In|cos x|
On a donc deux équations (1.1) et (1.2) pour A’ et B”; on en tire
A’ (x) = —sinx In|cosx| ; B'(x)=cosx In|cosx]|
On en déduit

Alx) = /—sinx In|cosx|dx = /ln|u|du:uln|u]—u
u

=COoS Xx
= cosx In|cosx| — cosx

Pour calculer la primitive qui définit B(x) on inteégre par parties :

sin” x
dx

B(x) = /cosx In |cos x| dx = sinx 1n|cosx]+/

1
dx — /cosxdx
cos x

COoS x

= sinx 1n|cosx|+/

On calcule
1 141> 2dt 1 1
d = —_—— = ——+——| dt
/cosx xttanx/2/1—t21+t2 /[l—t 1+t}
1 +tanx/2
= n|l———
1 —tanx/2
Finalement | 5
+t
B(x) = sinx In|cosx| —sinx +In 1+tanx/2
1 —tanx/2
On reconstitue la solution yg(x) = A (x) cosx + B (x) sin x et on obtient :
1+t 2
y(x) = Acosx + Bsinx +In|cosx| — 1 +sinx In Lx/
1 —tanx/2

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

(1.2)

La méthode de la variation des constantes est peu connue pour les équations du second ordre.
Dans ce dernier calcul, elle est indispensable. On peut aussi trouver une solution particulicre

al’aide des séries de Fourier, mais sous une forme non explicite.
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Corrigés des exercices

1.4 D a) On introduit une fonction auxiliaire : g(t) = f(¢) pour ¢t € ]a, b[ et 0 sinon. Ensuite
on utilise les définitions

b (%)
/ 5t — 10)f(Ddt = / 8t — 1)g(t)d1 = g(to)

— 00

= f(t) pour ty € la, b[ et 0 sinon

1
b) Montrons que é(at + b) = WS(I + é)
a a

/00 o(at +b) f(t)dt et sign(a) /OO o’ +b)f(t;/)d—t/ = f(—)

o jal

:/ —|6(t+ )f(t)dt

Le facteur sign(a) devant la seconde intégrale vient du fait que les bornes +0o sont inversées
sign(a)

dans le changement de variable si a est négatif. Par ailleurs =Tl
a
F) On utilise les définitions et le résultat de la question précédente 1(a).

a) /00 Qt+3)0(t+ dt = 2t +3)|,__, =1

b) / te_tzé(t + 1)dt = 0 car —1 n’est pas dans I’intervalle d’intégration.
0

2
©) / @ +3%)8'(t — Ddt = — (£ +3t))| _, = —9
—1

n

d
Jp [t cos(1)]

= n (—=D)"/?* gj n est impair, 0 sinon.
=0

d) / tcos(t) 8™ (t)dt = (—1)"
E) Calcul de 1"8®(r) :

k

00 d’ dk=i
/ oV fndt = (—DF [ f0]] = 1)"2 {7 1] Lf ()]

dtk—i
=0 = dt

t=0

koo ! , ,
= Yo s ol
j=0 7 =0

Seul le terme constant (j = n) contribue dans la somme prise en t = 0. Comme j < k,sin > k
il n’y aura pas de terme en ¢° et donc la somme est nulle. Si n < k alors

/ "800 f(dt = (=D CE ! [F(O]5" = (—=1)"Cf n! / 84 f ()t

— 00
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On a donc

1"5(]‘)(2‘) — (—l)nC,'; n! 8% sin <k
= Osin>k

On en déduit que
n—1
T =Y ad®0)

k=0

(ol les ;. sont des constantes arbitraires) est solution de 1’équation t"T = 0 et

n—1

T =(—1"6"(@) + Z a; 8%(1)

k=0

(ot les ar; sont des constantes arbitraires) est solution de 1’équation t"T = §.

) Potentiel coulombien 2 une dimension.
a) Calculons la dérivée au sens des distributions de la fonction valeur absolue : f : x — |x|;
f'(x) =sign(x); f"(x) = 28 puisqu’il y a une discontinuité de saut 2 en t = 0.
. . . . . d*V
b) On déduit de la question précédente que la solution de I’équation de Poisson il 4 o(x)
X €0
est:

Vx) = —i]x|+Ax+B
260

Pour avoir une solution symétrique x < —x (fonction paire) il faut A = 0. De plus on prend
B = 0 ce qui revient a fixer I’ origine des potentiels.

¢) Cette particule est soumise, de la part de celle qui est placée a ’origine, a une force

2
F=qV' =— zq—sign(x). I’équation du mouvement est donc
€
2
mx = —q—sign(x)
260
e
Supposons qu’a I’instant t = Q on ait xo > Oet vy > O alors x(¢) = — > 12 +vot +x0. Quel
me

que soit vy il y aura toujours un instant ou x(¢) reviendra vers zéro. La fogce changera alors
de signe et la particule sera toujours attirée vers le centre et ne pourra jamais s’ échapper a
I’infini. Ce phénomene de « confinement » est spécifique de 1’espace a une dimension et est
di au fait que la force est constante.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Ces exercices permettent de se familiariser avec les regles de calcul mettant en jeu I’'impulsion
de Dirac. La théorie rigoureuse sous-jacente a ces régles sera développée au chapitre 5.
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Corrigés des exercices

1.5 [ED On détermine les coefficients de la série de Fourier de f d’apres les définitions et 2
I’issue d’un calcul simple d’intégrales on obtient :

ao:_l(a_b) Ca, = (a—Db) [1—(2—1)”] ; bn:_(a+b) (—1)"
2w T n > .
f)=—1=(@—b)+ ; <a7r—wb> [1- ;2—1)"] s mo (a:—)b) (—nn" s

Si |a| # |b| 1a fonction est discontinue et n’a pas de propriété de parité : (a, et/ou b,) ~ %

Si a = b la fonction est impaire et discontinue : a, = O et b, ~ % Si a = —b la fonction est

paire et continue : b, = Oeta, ~ %
) Les coefficients de la série de Fourier de g sont

(@a=b [1-(=D"]

a,=(a+b) ; a,=0 ; b =

T n
1 —b) = [1—(=1)"
g(t):i(a+b)—(aﬂ_ )z:l[ 5[ )]sinnwt
E) Onag(t) = f'(¢). Si f continue, alors a/ = nwb, et b, = —nwa, par dérivation de la série

terme a terme. Cette derniere relation pour b/, est ici bien vérifiée ; cela ne marche pas pour a,,
car f est discontinue (si a # —b). En revanche

T/2

"7 /_T/2 £ (t)cos (nwt)dt = T f(t)cos (nwt)|_T/2+na) /—T/z
2

= [f ((T/z)’) —f ((—T/2)+>} cos (naT /2) +nwb, = nwb, +(a +b) (—1)" =0

f(t)sin (nwt) dt}

. 2 . o T
on vérifie a,’l = nwb, — TUO cos(nwty) ou o est le saut a la discontinuité en ty = kE'
Ce qu’il faut retenir de cet exercice
Vérifier que le comportement asymptotique des coefficients est compatible avec les propriétés
de continuité de la fonction et de ses dérivées. C’est un bon test des calculs ; dans la question

) on a un exemple de série qui n’est pas dérivable terme a terme ; cela est & mettre en regard
avec la non-convergence uniforme sur une période.

1.6 On utilise

—at

Car e :
/e "sin(bt)dt = R [—a sin(bt) — b cos(bt)]
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et
—at

/ e~ cos(bt)dt = — 5 [bsin(br) — acos(bn)

pour calculer les coefficients de Fourier. On obtlent

1 2a 1
S(fity=—(1—e " +—§ I — (=1 t
(f30) 7Ta( ") 7Tn_1[ (=1)e ]n2+azcosn
La fonction f est continue donc S(f) = f V¢. En particulier

1 —aTm 2 n _—am
f(0) = 1=W—a(1fe )+?;[1( 1)'e ]m

1 2a — 1y
f('?T) — e—aﬂ' - (1 —[HT j Z 1 7( l)n —aqr] ( )
=1

ma T n? +qa?
Posons 71 = ; ) etT, = ; P
1 _ 2a _
1 = %(l—e ‘”’)+?[Tz—e “T
—am 1 amy | 20 —am
e = %(l—e“)+;[Tl—e“T2]
On en déduit
T 1 T 1

- - ="
Jasinh(ma) 24> *  2atanh(ma) 242
. 1 1
D’apres les notations de I’énoncé S; = — + TyetS, = — + T> ; on a donc
a a

T N 1 (s T N 1
= - — e [ -
2asinh(wa)  2a2 ~*  2atanh(ma) = 242
Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La valeur de la somme d’une série de Fourier en un point est donnée par le théoréme de
Dirichlet. Si la fonction est continue elle coincide avec sa série de Fourier Vz. Les séries de
Fourier fournissent un moyen efficace pour calculer la somme de séries numériques.

1.7 La fonction est impaire donc a,, = 0 et

b, = 1 ! sin(wqt) sin(nt)dt = 1 ! [cos(n — wp)t — cos(n + wy)t]dt
T ) 27 J_,
_ 2sin(wem) n(—1)" 2 s1n(w07r) n :
= - w% — = S(f) = g (— 1) n2 sin (nt)
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Corrigés des exercices

Si wy — 1 alors sin(wg7) — 0 et tous les coefficients s’annulent sauf b; qui vaut

—24i
by = lim |20 |
wo—1 | 7 (a)o — 1)

Ce résultat est cohérent puisque la série de Fourier se réduit au seul terme sin ¢ qui n’est autre que
la fonction f(z).

1.8 Le second membre de I’équation correspond 2 la fonction f de I’exercice 1.5 [P avec
a=—1letb=1.0nendéduit:

B 4 N cos [(2k + 1) 1]
f@) = —;Z

Qk + 1)

(ST

k=0

Comme le second membre est une fonction paire et 27 périodique et que I’équation préserve la
parité (dérivées d’ordre O et 2), on cherche une solution sous la forme d’une fonction paire et 27
périodique : y = ao/2 + Z a, cos(nt). En injectant dans I’équation différentielle

n

—4y = —4 (ao/z) + Z (—n2 — 4) a, cos(nt)
_ Z__ cos (2k+1)t]
2 7 —  (2k+ 1)?

Par identification on obtient

T 0 4 1
a = _— a e a = —
0 4 T k1) [k + 1) +4]

_z cos[(2k + 1) 1]
8 Z(2k+1) [(2k + 1)* +4]

yt) =

Remarquons que la série obtenue est bien deux fois dérivable puisque les coefficients de la série

dérivée deux fois terme a terme se comportent encore en qui est le terme général d’une

, 2k + 1)?
série absolument convergente.
Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La solution de I’équation est obtenue sous la forme d’une série rapidement convergente

(a, ~ —4) donc facilement calculable numériquement.
n

1.9 Pour avoir une série de sinus on construit un motif entre —L et L qui coincide avec la
fonction f sur (0, L) et avec — f sur (—L,0); on prolonge cette fonction impaire par périodicité
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de période 2L. La série de Fourier de la fonction g ainsi obtenue ne comprendra donc que des
) X . . p
termes en sm(mrz). Le coefficient de Fourier est donné par

- | ) L . 2t .
b, = @/—L g(x)sin (rm%) dx = Z/o g(x)sin (”77%) dx = Z/o f(x)sin (MT%) dx

Pour avoir une série de cosinus il faut construire un motif pair.
o Série de Fourier cosinus de sin# sur [0, 7] :

41
m4n? — 1

sint = a0/2+2an cos2nt aveca, = —/ sint cos2nt dt =
n>1

o Série de Fourier sinus de cosh ¢ sur 0, 1] :

1
cosht =Y b, sinnwt avecb, = 2/ cosh?sinnart dt = 2 [1 — (—1)" cosh(1)]
0

n?mr?+1
n>1
o Série de Fourier cosinus de cosh ¢ sur ]0, 1] :
1 ( l)n
cosht =ap/2 + Zan cosnmt aveca, =2 coshtcosnmtdt = 2sinh(1)————— ]
0

n>1
Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Une fonction peut étre représentée sur un intervalle soit par une série de Fourier complete, soit
par une série de sinus, soit par une série de cosinus.

31 3
1.10 [D On utilise la relation fonctionnelle : F( ) = F( ) = \/_

Définition de la fonction B : B(2, —l) F(Z)F 1/2§ F(2)F 1/2) / (_1/2)
2 r (3 /2) 1/2I' (1/2)

De nouveau on utilise la relation fonctionnelle :

Ly = 1 AT 10 @2n-1D@n-3)---3)
T+ d) = ( 2) ( 2) (2)F()_ . Jr

- an! V= e

27 (2n)(2n —2) - -+ (2)

= 4,

22n |

1
Pour calculer I'(—n + 5) on utilise la formule des compléments :

2n
i (1= T(en+ o) = (— 12

sin [7T(n+%)} ) (2 )'\/_ (n GN)

I'(n+ %)F(fn + %) =
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Corrigés des exercices

F) On effectue un changement de variable dans J,,

o n/2 du
J, = e~ Intdt — Z “(nu —1 —
- /0 e n o 2\/_ a e "(Inu —1Ina) T

e

1
Jo = ——\/7[7+1n(4a)] Ji =7 [y +In@)]

ED On fait le changement de variable u = St. On obtient
I'a+1)
Ba+1

) On fait le changement de variable u = V't + b2. On obtient

I =

o
I = / e =gy = et T Erfc (b\/c_z)
b v=u+/a a

E) On identifie 5 2 la premiére représentation intégrale de la fonction B :

2
11 1
3 (2,2) [ <2>} T
) b, b2
BOn utilise I’identité : ar® + 2bt + ¢ = a(t + ) +c—

o0 o)
Ii(x) = eC”’Z/“/ e g = e”bz/ai/ e du
x u=(+2)\/a Vva (x\/a%)

_ 1 —c+b2/a T b
= 5¢ 1/aErfC<\/a+x\/E

E) On identifie I3 2 la deuxieme représentation intégrale de la fonction B :

1+a l—a 72
2 7 cos(ma/2)

/2
Is :/ (sin 6)* (cos 8) " “ dO = B(
0

[ Le cosinus intégral se comporte comme Inx pour x ~ 0 et il décroit exponentiellement

t
a Iinfini. L’intégrale existe donc. On integre par parties : u = Ci(t) — u' = %();
1
v’ = cos(pt) — v = — sin(pt)
p
1 RO B t 1 [*si Dt i — 1)t
Io = — sin(pt) Ci(r) __/ in(pn)S S() _ L[ sinl(p+ Del+sinl(p — e
p 0 0 “2p J t
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*° sint T /°° sin (at)
0

On rappelle/ Tdt = - = dt = gsign(a). Donc

0 2
Is = T [sign(p +1) +sign(p — l)} = +Z pour p < —1
4p 2p
= Opour |p| <1

T
= ——pourp>1
2p
T
= —— ==1
7 pour p
Cette fonction de p est représentée sur la figure 1.1.

_] Tlﬁ(p)

\ -11/2)

1

=Y

Figure 1.1 Intégrale 16

On fait le changement de variable u = a (¢ + b) ; il vient

o] e—u+ab
I; = / du = e“*E|(ab)

b u
) On fait le changement de variable u = a (r + b) ; il vient

a(ﬁ+h) efu
Iy = e“b/ du
a(a+b) u

Pour relier cette intégrale a une exponentielle intégrale il faut discuter du signe des bornes,
sachant que la condition —b ¢ [a, b] implique qu’elles sont toutes les deux de méme signe
(sinon u = 0 serait dans I’intervalle et I'intégrale serait divergente).
Si0<a(a+b)<a(B+b)= —b < a < B alors

/ b /«a(B+b) e—ud " {/oo e—ud /oo e—ud }
g = e u==e u — u
a(a+b)y U a(a+b) U a(B+b) U

= e {E [a(a+b)] — E [a(B +D)]}

Sia(a+b) <a(B+b) <0< a < B < —bon ne peut plus utiliser la relation de Chasles
avec +oo car u = ( serait dans I’intervalle ; on commence par faire un changement de variable
pour se ramener a des bornes positives :

a(B+b) ,—u —a(B+b) Hu
Iy = e“b/ du = e“b/ —du
a

(a+b) u u——u —a(a+b) u
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Corrigés des exercices

Maintenant, a cause du ¢”, on utilise la relation de Chasles avec —oo pour assurer la conver-
gence a I’infini. Ce faisant on introduit une divergence en u = 0 ; mais comme I’intégrale de
départ est convergente on peut aussi la prendre en partie principale et on se ramene alors a la

fonction E; :
—a(a+b) el —a(B+b) el
Iy = PP/ —du—PP/ —du
oo u o u

= % {Ei [a|a+b|] —E; [a |,3+b|]}

E) On fait le changement de variable u = Int ; il vient

o0 d o0
Iy = / \/ljefzu—u = / \/Tfe”du
0 u o €

v=2u

_ /jﬁwmq(%) _ VT

EID On fait le changement de variable u = a(t + b) ; il vient

Lo = /°° sin(u—ab)du:/OO sinucosab—sinabcosud

b u b u

u
= cos(ab) (5 — Si(ab)) +sin(ab) Ci(ab)
EED On fait le changement de variable u = #*" ; il vient

oo L_1
U 2n
I Z/ du
ab 1+u

On reconnait la troisieme représentation intégrale de la fonction B :

1 1 1 1
It = —B(z—,1 i

oy N*
8 G V T 3 T ansiniayany €N

EP) On fait le changement de variable u = ¢>/9 ; il vient

1 1
3 81
In = | 970 —uw? —=du= —/ (1 —uw)y?u="du
. /o 2\/u 2 Jo

_ BlyS 1 o3
- 27T 16"

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Cet exercice met en évidence la diversité d’utilisation de ces fonctions définies par des inté-
grales qui doivent désormais faire partie de la panoplie des fonctions usuelles au méme titre
que le sinus, I’exponentielle ou le logarithme.
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1.12 [Pa)Ona
o) 1
) = / IL(t — HIL(t"dt' = / IL(t — t"dt'
avec e -
IL(t—t) = lpourt—1<t' <t+1
0 sinon
Donc
Intervalle en ¢ Valeur de f “2(1)
t+l<—-1Ur—=1>1 &t|>2 0
t+1
—-1<t+1<1 & -2<1t<0 ‘/ dt' =t+2
—1
1
—1<t—-1<1 0<t<2 / dt' =2 —t
t—1
Finalement

2@ = Q= |thu2 — |t]) = 2A:(1)

On peut utiliser une méthode graphique : IT,(¢") est un créneau fixe centré en ' = 0 et
II,(t — ¢’) un créneau « mobile » centré en t' = t. L’intégrale de convolution représente
I’aire du recouvrement des deux créneaux que I’on évalue en faisant varier 7.

b) Le calcul de I’intégrale ou la méthode graphique conduisent au résultat :

2@ =) x2A2() =0 1< -3
1
:E(’+3)2 3<r<—1
=37 —1<t<1

1
:E(’_3)2 l<t<3

=0 t>3

¢) Explicitons I’intégrale de convolution :

F0rg@ = [ gu—ihandr = [ sine a1 e
0 a

= /sma—mm+mmw/ﬂma—mm—wm'
—a 0

= 2(1 —cosa)sint
ou le résultat s’obtient en intégrant par parties.

32



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

d) Ces fonctions sont causales ; leur produit de convolution s’écrit donc

fa(t)*fb(t)_ F( )F(b)/(t )a 1 —([ [)t,b 1 —t dl‘

—t —tsa+b—1
_u(t)e /(t_t/)alt/bldt/ - u(t)e”'t /(1 N
v=t'/t

 T@I'®) J, T@T®)
L’intégrale qui apparait dans D’expression ci-dessus n’est autre qu’une fonction
B(a.b) I'(a)'(b) E lacant btient
a,b) = ————. En remplagant on obtient :
= Ta+b) pe

fa @) fo (1) = e u(t) = fuup (1)

Ta+b)
F) En utilisant la propriété de 6" on a :

= "

t'=0

f(l—t)

f@)*8" @) = / F&— 60 dr = (—1y 2 Jpm

E) Produit de convolution de gaussiennes.
a) On utilise I'identité : —at” + Bt = —a(t + B/2a)* + B /4a

oo ) oo 2 2 > > du
/ o HBl gy / oA+ /2a) B /4 gy _ B /4a/ e 22
e o u=+/a(1+p/2a) —00 \/a

T B?
= —exp | —
1o P 4o
b) Utilisons ce résultat pour évaluer I’intégrale de convolution de deux gaussiennes :

fa@®*x f1) = 5 1 - /Oo e*(tft,)z/Zazeft'Z/ZbZdtl
mab J_

1 712/2 2 /[ ” 1 1 2tt’ ,
= — a % —=+—= — )dr
2rab® , P 222 T2 )| P\ 202

1 1 +b?
Cette intégrale est de la forme de celle de la question [E} a) avec o= (— + —) 4T

2a>  2b? 2a%b?
et B = t/a. On a donc

Ly [2md?D? 12
Ja @) fp (1) = ymabt 21 b ex P4 Py

2a2b2

1 2 b212

T @) P\ e (@)
1

T V@) [z(cﬂwz)]—fw@)

2

ouo(a,b) = (a2 + bz).
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¢) Onadonc £ (1) = fuy3 > al’aide du résultat de la question précédente on calcule

[ =125 fa = fava  fa = £ Jgamay = Tavs
On vérifie que £ (1) = f, - () = ! exp(— i )
e Ja — eV V2 P 2na?”

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Les intégrales de convolution sont souvent difficiles a calculer; on verra aux chapitres 2 et 3
des méthodes plus efficaces que le calcul direct. Si les fonctions impliquées ont des formes
simples — créneaux, triangles — la méthode graphique est efficace.

Corrigesdesproblemes

Probleme 1.1

. . X L. .
On cherche une solution de la forme u(x,t) = Z b,(t) s1n(n777) ; en effet, cette série en sinus
n>1
satisfait automatiquement la condition aux bords. En supposant la série dérivable deux fois on
obtient

2 X
b;(t)+[ nr a+ﬂ] bn(t)}sin(nﬂ'—) — 0
;{ (7) l
niwm

2 nmw
b (1) + [<T> @+ ﬂ] bot) = 0= b,(t) = B,e P e ()
_ Bt —a(") X
1) = B,
u(x,t) e Z e ) Usin(nr ; )
n>1
Pour déterminer la suite de constantes arbitraires { B, } on utilise la condition initiale qui devient
u(x,0)= > B, sin(ar ) =x(l —x) x €[0,1]
l
n>1
Les B, apparaissent donc comme étant les coefficients de Fourier sinus sur [0, /] de la fonction
x(I — x). Donc l
2 4121 — (—=1)
B, = 7/0 x(l — x)sin (mr)l—c) dx = ?%
Finalement I -1y
—  ,—ht 2T —a(E) g *
u(x,t) = 77_3e Z 3 e—o('F) sm(mrl)
n>1
On vérifie que la série est dérivable deux fois par rapport a x.
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

La périodicité de la condition aux bords u(0,¢#) = u(l,t) = 0 suggere de chercher la
solution sous la forme d’une série de Fourier. La valeur zéro de la fonction en x = 0 et
x = [ conduit a une série de sinus qui va automatiquement implémenter la condition.

Probleme 1.2

On note f, la fonction de période 1 qui coincide avec B, sur ]0, 1[ et S, = Sp(f,) la série de
Fourier de cette fonction. On notera {ay (n)} et {bx (n)} les suites de coefficients de Fourier de
cette série.

ED On remarque que la fonction f; est impaire, donc
a(l) = 0
R 1
by (1) = 2/ (x — =) sinQRmkx)dx = ——
0 2 wk
La série s’exprime donc

1 sin(2mkx
5= -+ 3 STk
T

B Calculons le coefficient de Fourier ag (n) de f,, :
1 1
pourn =1 ap(n) = 2/ B,(x)dx = 2/ B!, (x)dx = 2[Bu41(1) — B,11(0)] = 0
0 0
E) Calculons les autres coefficients de Fourier de f, :
1 1
pourn >22: ap(n—1) = 2/ B,_1(x)cosQkmx)dx = 2/ B,/,(x)cos(2k77x)dx
0 0

1
= 2 Bn(x)cos(2k77x)\(l) + 2k X 2/ B, (x) sin(2k7x)dx
0

= 2kwbi(n)
1
= bi(n) = ﬁak(n -1
On montre de méme que
1
- - >
aig(n) 27kak(n ) n>2

On en déduit que pour tout k£ > 1

1 \? 1\?
= ar(n) = — <m> ar(n —2) br(n) = — <m> by(n—-2) n=3
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On a des relations de récurrence par pas de deux entre les séries de coefficients. Ces relations
sont initialisées par

1
a(1) =0 br(1) = -
1 1 1
ax(2) = —mbk(l) = W bi(2) = ﬂak(l) =0

Donc pour tout # impair la série des ai(n) est nulle ; de méme pour tout n pair la série des by (n)
est nulle. Les autres coefficients s’obtiennent en résolvant les relations de récurrence, ce qui
donne

2(—=DHrt 1 2=t
ak(2p) WkTP bi2p+1) = WW
Finalement
_ 2(—1)P+! cos(2mkx) _ 2(—1)P+ sin(2mkx)
Sap (¥) = Qm)2r Z k2r et Sapar (x) = (Qmr)2p+l e k2p+

k=1

=

B Pour n > 2 les fonctions f, sont continues du fait de la condition B,(1) = B,(0). Donc
fu(x) = S, (x) = By(x) Vx € [0, 1]. En particulier S,(0) = B,(0). Pour n = 2p on peut en
déduire la valeur des fonctions ¢ de Riemann { (2p) :

1 1
(2p) =) 15y = 5" By (0)

k>1
R . . R 1, 1 1
Grice aux relations de récurrence entre les polyndmes on trouve B,(x) = X T 5% + - ;
1 1 1 1 w? at
By(x) = —x* — —x*+ —x? — —. Onen déduit /(2) = —, [(4) = —.
400 =540 TN gt T g Onen deduit{@) = L) = o5

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Les séries de Fourier fournissent ici un moyen de calculer la valeur de la fonction ¢ de
Riemann pour des valeurs entieres paires de la variable.

Probleme 1.3

ED On va établir une représentation intégrale pour la somme partielle de Fourier.
a) Exprimons la combinaison

T T

1 1
a, cos(nt) + b, sin(nt) = cos(nt)— f(t")cosnt'dt’ + sin(nt)— f(t"ysinnt'dt’
aa o

—TT —Tr

_ 1 Wf(t')cos(n(t'—t))dt'
T J—7
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b) On en déduit que

_ 2
n=0

= l/w (3 —l+i ' —1)pdt
= 77Tf > n:Ocosn

On peut calculer explicitement la somme de cosinus en remarquant :

N - N
Sn(t) = ap/2+ Y aycos(nt)+ b, sin(nt) = % /# £ { Ly Z; cosn(t' — t)} di’

N N iN+u _ | Re { [e/V+Du _ 1] [e—in _ 1
Zcosnu = ReZe”’”:Ree - = {[e _ 2]u[e ]}
n=0 n=0 et —1 4 sin (5)

_cos(Nu) — cos [(N + Du] — cos(u) + 1
B 4sin’(4)
2sin(%)sin (N + Du] +2sin* (%) 1 1sin [(N + Du]
pry e g— + —_ = =
4sin*(%) 22 sin(Y)

En reportant dans 1’équation ci-dessus on en déduit 1’expression pour la somme partielle
Sy(t): [ "y ]
1 (7 sin [(N +3)(#" —1)

Svi) == | f)——2
. sin [i(t — t)]

2m
) Appliquons cette représentation de la somme partielle & la fonction créneau 27-périodique
impaire.

/

a) Sa série de fourier n’a que des termes en sinus avec

0 T n
b L { [ i+ | sm(m)dt} _2l-cn
T o 0 T n

4  sin(2k + 1)t
Onad = -y Sk F
n adone f(1) 77; 2%+ 1

b) En utilisant le résultat de la question D b)onapourt € |[—-7, 7|

SN(I):%{_/O sin [(N + 1)’ — 1)] dt/+/7 sin [(N + (@' —1)] dt’}
0

—posin [/ —1)] sin [1(t' — 1)

On pose u = t — t’ dans la premiére intégrale et u =t — t dans la seconde :

1 ™ gin(N + 4 T gin(N + L
S = 5 {_/ (,712)144114 +/ M‘i“
T p sin su s sin su
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Pour t € [0, 7] les intervalles [—f, 7 — t] et [t, 7 + t] se recouvrent sur [¢, 77 — t]; sur cet
intervalle la différence des deux intégrales s’annule ; il ne reste que

1 /’ sin [(N+%)u]du 1 (™ sin [(N+%)u]du
27 J_,

S - _
() sin (%u) 27 S, sin (%u)

¢) On regarde le voisinage de t = 0; en posant t = € les deux intégrales sont de la forme :

/‘l ‘ gt)dt = 2eg(a)+ o(e)
sin [(N + 3)1]

sin (lt)
premiere a = 0 et g(0) = 2N + 1. Donc dans la limite ot N — oo la premiére intégrale est

ol g(t) = . Dans la seconde intégrale a = 7 et g(m) = (—DV; dans la

dominante. Si on pose m = N + 7 v = mu on obtient

mt .
St ~ / _sinv
Tm J, s1n(ﬁ)

. . 1 sinmt
d) Pour obtenir le maximum : S]/V )= ——F+
7 sin (1/2)
t < ty , sin(t/2) reste petit positif ; la dérivée est donc positive pour ¢ < #,,. On a bien un
maximum de Sy.

On calcule Sy(tyy = 7m/m); pourm ~ N > 1 ona ZL < 1 puisque v € (0, 7); donc
m

sin<v>~ v d’ou
2m/) ~ 2m

qui s’annule mtr = 7 — ty = 7/m pour

2 [Tsiné
Sy~ — —d
w2 [

On a Sy** ~ —Si(7) ~ 1.18. Le fait remarquable est que cette valeur ne dépend pas de N.

Quand N croit, ce premier maximum garde toujours la méme valeur tandis que sa position
T

ty N se rapproche de zéro.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Le phénomene de Gibbs traduit la convergence non uniforme de la série au voisinage d’une
discontinuité.
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Probléme 1.4
ED En utilisant les propriétés de la fonction I' on a

1 1 1 1 1
/ InT(tH)dt = / InT(1 —t"Ydt' = = / InT(t)dt +/ InT'(1 — ¢")dt'
0 r=1=t Jo 2 1Jo 0

I 1 /! T 1 IR
_ 2/0 1n[r(z)r(1t)]dz_2/o ln{sinwt}dt—zlnwz/o In (sin 7r1) dt

1 1
= §1n77+§ln2:ln\/277

F) Soit

x+1
F(x) = / Inl'(t)dt x>0

a) On a pour, x > 0

Tx+1)

F'(x)=InT(x+1)—InT(x) = In o

Inx

b) On en déduit pour x > 0
Fx)=xInx—x+C

1
On prolonge pour x — 0 : F(0) = / InT'(t)dt =InvV2m =C =
0

Fx)=xInx —x+Inv27m pourx >0

E) Utilisons la formule des trapézes pour F(x)

2

x+1 1 1 d
F(x) = / InT(r)dt = 3 T+ +Inl(x)] — o Wlnr(x) » avec 6 € Jx,x + 1]

Pour x grand

1o
InT(x)| < ———
oS v

1 a?
12 dx?

On en déduit pour x grand
1 1
F(x) = 3 In [I'(x + DI'(x)] +o(=) = xInx — x +In V27
X

On peut écrire

I'x+1

%m Tx+DI(x)] = %m [F(x +1) } =InT(x+1)—Invx
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En remplagant dans 1’expression ci-dessus
1
InIF'x+1) =xInx —x+InvV27 +Inx + o(—)
X

on obtient que pour x grand (avec e®'/¥) =1 + o(1 /x))
T(x + 1) =~ V2mx /26> [l + o(l/x)]

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

Cette démonstration de la formule de Stirling utilise largement les propriétés de la fonction
Gamma. La formule de Stirling est plus connue comme approximation de la factorielle.
En effet si on I’applique pour x =n € N :

I'n+1)=n!>V27w ntr e

Pour n = 5 on a 5! = 120 tandis que la formule de Stirling donne 118, soit moins que 2 %
d’erreur.
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TRANSFORMATION
DE FOURIER

RAPPELS DE COURS

a) Définitions
Etant donnée f(@) : R — C; sa transformée de Fourier F(v) est une fonction complexe de la
variable réelle v, définie par :

F:R — C
+00
v — F@) = / e H™ £(1) dt

— 00

On note F = F { f} ou encore (notation usuelle) F (v) = F { f (t)}. En physique la fonction
F(v) est appelée spectre de fréquence du signal f(z).

Condition suffisante d’existence : Si f € L' alors sa transformée de Fourier F = F { f} existe ;
de plus F est bornée, continue et lim F(v) = 0.

|v|—o0

b) Transformée inverse

Si une fonction F(») est bornée, continue et lim F(v) = 0 alors la fonction f définie par

|v|—o0
+T )
t— f()=_lim / ™ F(v) dv
—+00 -T

est telle que F {f (t)} = F(v). Onnote f = F ' {F} ouencore f (t) = F ' {F (v)}.
Remarque
Deux fonctions égales presque partout ont méme transformée de Fourier.

c) Différentes définitions de la transformation de Fourier

Définition F=F{f} f=F"{F}
En fréquence Fv) = / e H™ F(1) dt f) = / 2™ F(v) dv
En pulsation F(w) = / e ' f(t)dt f() = 2—/ e F(w)dw
—o0 T J_—c0
Symétri Isation | F(w) ! /oo it ey de | f(@r) ! /Oo i F(w) d
métrique en pulsation W) = —— e = — e w) dw
Y 1 b V2T J_x V2T J




Chapitre 2 - Transformation de Fourier

d) Transformation des fonctions de £2. Formule de Plancherel
et de Parseval
Si f € £?,:alors F = F { f} est définie par

+T )
F(v) = lim e ™ £(1) dt

T—+0c0 _T
(on remarque que 1’intégrale est prise en partie principale a I’infini). Alors F € £
De plus, on a

+00 +0o0

Formule de Plancherel / f@) gt)ydt = / F(v) G(v) dv

— 00 — 00

+00 +00
Formule de Parseval / |f(@)* dt = / |F(v)|* dv

e) Propriétés de la transformation de Fourier
f(@) F(v) f(@) F(v)
Linéarité af +bg | aF +bG || Décalage temporel ft—1) |e 2™0F(v)
Changement d’échelle | f(at) 611|F (2) Décalage fréquentiel ™ £ (1) | F(v — wp)
Symétries f(=1) F(—v) | Dérivation/t ) Qimv)"F(v)
Ji6) F(—v) | Dérivation/v " f(t) <%> n Fi"(w)
Convolution temporelle | f(¢) * g(t) | F(v)G(v) || Convolution fréquentielle | f(¢)g(t) | F(v) x G(v)

f) Transformée de Fourier des fonctions usuelles

S@) F(v) f@) F(v)
2.2
e 4>0 \/ T exp (—W d ) A7 (1) T (sinc (vT))?
a a
e 4 >0 _ 2 sinc (f) I, »)
a? + 422 !
1 4
e ut)y a>0 | ——— 8(t — 1o) e 2
a+2imy
1 T _2malv| (n) ] n
P p e 0"(1) 2iv)
e T sinc (vT) et (v — w)
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Enoncés des exercices

T T
La fonction II; est la fonction porte : I1r(t) = u(t + 5) —u(t — E) ; la fonction Az est la

t
fonction triangle : Ar(t) = (1—‘?)14(T—|t\); La fonction sinc est la fonction sinus cardinal :

sin(7rt)

t —sinc (1) =
Tt

Lecture inversée de la table. Si F(v) = F{f(t)} et F € L', alors : F{F(t)} = f(—v)et
FY{fw} = F(-n.

ENONCES DES EXERCICES

2.1 Transformées de Fourier

Déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes :

1 2
-t 2 2 —at’+bt
D e 'u@ B P20+ @ <b B . a>0
1
D Ar@ B fs()=apourt€|-T/2,0] B f(;):m
= —apourt € |0,T/2[
= 0 sinon

Etablir un lien entre le ) etle ).
2.2 Calcul d’intégrales
ED Déterminer pour @ > 0 la transformée de Fourier de f (1) = e~ et g(1) = e " u(t)—e™ u(—1);

F) En déduire la valeur des intégrales

> cos wt *° t sin wt
> 2a’t = 2dt
0 “+a 0 “+a

2.3 Transformée de Fourier des fonctions a décroissance rapide

Une fonction ¢ est a décroissance rapide si elle est C*™ et si :

V(n, p) € N? Jim [t"¢” (1) =0
t|—oo

L’ensemble de ces fonctions forme un espace vectoriel noté S.

Montrer que la transformée de Fourier d’une fonction a décroissance rapide est une fonction a
décroissance rapide.
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2.4 Produits de convolution

Calculer les produits de convolution f * g :

1 1
D f(f):m gt) = 5——

1> +b?
B f=e a>0 gt)=e b>0
B fo=1" TL()
2.5 Transformée de Fourier et distributions

ED Déterminer la transformée de Fourier de la fonction ci-dessous (figure 2.1) de deux fagons
différentes :
a) par un calcul direct de I’'intégral de Fourier de la fonction ;

b) en calculant la transformée de la dérivée seconde de la fonction au sens des distributions.

A (1)

Figure 2.1 -T -T+t Tt T

B Mettre F (v) sous la forme F (v) = 7y sinc(7y,v)sinc(7v) ou 7, s’exprime en fonction de T et
7 et en déduire que f(¢) peut s’écrire sous la forme d’un produit de convolution.

2.6 Transformée de Fourier cosinus

On définit la transformée de Fourier-cosinus d’une fonction f de £ (’espace vectoriel des fonc-

tions de carré sommable sur R*) par F,. { f ()} = / f(t)cos(2mvt)dr.
0

Si deux fonctions f et g de Ei ont pour transformée de Fourier-cosinus F,(v) et G.(v) respecti-
vement, on a la relation de Plancherel

/ " pg@dr = 4 / " R)C. v
0 0

D Calculer la transformée de Fourier-cosinus de f(¢) = e "u(t).
) On veut calculer I’intégrale

I(x)—/ *cost dt
0

oux € ]0,1][. A T’aide de la transformée de Fourier-cosinus de #*~! et du résultat de la ques-
tion 1, déterminer 7(x).
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2.7 Résolution d’équations différentielles

ED A I’aide de la transformation de Fourier trouver une solution particuliére de 1’équation diffé-
rentielle :
y'+2mty' +4my =0

F) On cherche A € Ret y € £? qui satisfassent 1’équation

y'+adit)yy = Ay
y©O0) = 1

ou & est la distribution de Dirac et a un paramétre réel positif donné. On note ¥ = F {y} la
transformée de Fourier de y. On rappelle que si y € £2 alors F {y} € L2
a) Déterminer Y (v), transformée de Fourier de y(¢).

b) En déduire que le probleme n’a de solution acceptable que si A > 0.
¢) Déterminer y(z) et A.
d) Vérifier que la fonction obtenue satisfait bien 1’équation différentielle.

2.8 Equation intégrale

Trouver la fonction y qui satisfait

/°° e o1
oo Mx —u)?+1 X2 +2x+2

2.9 Equation de la chaleur

Trouver la solution de I’équation de la chaleur pour un fil infini :

0z(x, 1) 2 0z(x,1)

— 0
Ox? ot -
avec la condition initiale z(x,0) = exp(—x2 /xg)
ENONCES DES PROBLEMES
Probleme 2.1 Probleme de potentiel
N : . e o’V 9’V
On cherche a déterminer le potentiel V (x, y) solution de I’équation de Laplace e + a—yz =0

pour x > 0,y > 0 et satisfaisant les conditions aux bords :

Vix,y=0 = f)
Vix=0,y) = 0
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ou f est une fonction connue (voir figure 2.2). On va résoudre YA
ce probleme en utilisant la transformée de Fourier-sinus. On
définit
~ o0 . ?
Viv,y)= /0 V(x,y)sin@2wvx)dx a2 V)
S
On peut alors montrer que =
o0 A~
Vix,y) = 4/ V(v,y)sin(2Qmrrx)dv _ 7 »
; V5,0) = fix)
Figure 2.2

ED Déterminer et résoudre 1’équation satisfaite par V (on supposera que les dérivations sous le
signe somme sont 1égitimes).

F) En imposant que V reste bornée pour (v > 0,y > 0) et en utilisant la condition au bord
inférieur montrer que

V(v,y) = f(r)exp(~2mvy)
oll f est la transformée de Fourier-sinus de f.
E) En déduire que
y [T 1 1 /
% == —
(x,y) 77/0 J(x [(x—x/)2+y2 (x +x/)2 +y2

B Déterminer V (x, y) dans le cas ot f(x) = Vp = c'°.

Probleme 2.2 Filtres linéaires

L’action d’un filtre linéaire peut €tre représentée par un produit de convolution : le signal de sortie s
résulte de la convolution du signal d’entrée e avec la réponse impulsionnelle h caractéristique du
filtre :

[ee]

s=®e)=hx*xe—st)= / h(t — m)e(r) dt

— 00

Le gain complexe est la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle G(v) = F {h (¢)}.

Le filtre « retard » a pour action de décaler le signal d’entrée d’une durée ¢ :
e(t)y = s(t)y=-e(t —1ty) 1to0>0
ED Déterminer le gain complexe puis la réponse impulsionnelle de ce filtre.

F) On réalise une approximation du filtre retard par le filtre de gain complexe
G() = e T M1, (v)

ou I, est la fonction porte. Quelle est la réponse impulsionnelle de ce filtre ?
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B On envoie dans le filtre de la question B la fonction porte IL,(r) (on prendra 0 < 7 < fo).
a) Montrer que le signal de sortie est de la forme

1
y(1) = p {Si[wa(r —fo+ %)] — Si[mo(t — 19 — %)]}

"sinu
ou Si(t) = / ——du est la fonction sinus intégral.
0 u

b) Etudier le sif?r_rnal obtenu dans la limite ¢ — o00. Que conclure? (On rappelle que
Si(xo0) = jzz).

Probleme 2.3 Théoréme de Shannon

Soit f une fonction a bande limitée c’est-a-dire telle que sa transformée de Fourier F(v) est a
support borné. On suppose que ce support est I’intervalle [—Vo /2, v/ 2} :

F(v) =0 pour |v| > vy/2

On suppose de plus que f € £' N L.
On désigne par G(v) la fonction définie par

G(v) = F(v) pour |v|<wy/2
G®) périodique de période vy

ED Ecrire le développement en série de Fourier complexe de G. Montrer que ses coefficients de
Fourier sont reliés a des valeurs particulieres de la fonction f (on posera Tp = —).
Vo

F) En déduire que

sin wyo(t — nTy) vy

fO =Y f(nTy)

= vt — nTp)

(On justifiera les éventuelles permutations d’intégrale et de sommation.)

Ce résultat constitue le théoréme de Shannon, qui montre qu’une fonction a spectre limité est
completement connue a partir d’un ensemble discret de ses valeurs (échantillon).

E) A partir de la table de transformées de Fourier trouver la transformée de Fourier de

sint >
f@) = (T) .

) A partir des résultats précédents, établir 1’identité :

tgr=t 8r° i : t# 7 ez
=t— — n— n
g w2 = 2k 4 1) [12 — 2k + 1) Z] 2

47



Chapitre 2 - Transformation de Fourier

Probléeme 2.4 Largeur temporelle et largeur spectrale

Dans ce probleme on va établir que 1’étalement fréquentiel d’un signal est inversement propor-
tionnel a son étalement temporel.

Soit une fonction f : R — R ayant les propriétés suivantes :
fecr ifel’ fel’ Jilf oo ©
t|—0o0

Soit F = F{f}etE = / | f(O)]>dt = / |F(»)|* dv. On définit I’étalement temporel de f

par %
E )
_ /L 2 d
: \/E/wz ra
U:\/i/oo v2 |F(v)|* dv
EJ

/ yf’(z)|2dt=47r2/ 2 |F(v)|* dv

F) En utilisant I’inégalité de Schwartz (voir ci-dessous) sur I’intégrale

et son étalement spectral o par

ED Montrer que

/ tf () f'()dt

1
établirque o7 > —.
411
E) Calculer 7, o et la valeur du produit o7 pour la fonction f(r) = e~ /4

Rappel : L’inégalité de Schwartz: A € £2, B € L*,AB € L'

2 00 o]
<[/ |A<r>!2dr] [/ |B<r>!2dr]

Probleme 2.5 Paquet d’ondes gaussien

' / h A(t)B(1)dt

La notion de paquet d’ondes apparait en physique dans divers contextes : en électromagnétisme
et en mécanique quantique notamment. Il s’agit d’une superposition d’ondes planes pondérée par
une fonction de la fréquence ou de la longueur d’onde.

ED En électromagnétisme on définit

P(x,t) = J% / _ g(w) e dw
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Du mal a démarrer ?

ou k est une fonction de w — k(w). Le paquet d’ondes apparait donc comme la trans-
formée de Fourier inverse (en pulsation) de g(w)e’*“*. On prend pour fonction de poids
g(w) = e~ (=)’ /60 (fonction gaussienne, d’ou le nom de paquet d’ondes gaussien).
Déterminer la fonction #¥(x,7) du paquet d’ondes en milieu absorbant non dispersif :
k = w/c +ik"ou k" est constant positif et ol ¢ est une constante (vitesse de phase). On
se restreint aux ondes progressives définies pour x > 0.

F) En mécanique quantique on définit le paquet d’ondes gaussien relatif a une particule libre

2\ /4 oo 2
Y(x,t) = 5— / e~ 30 k—ko)” ilkx—wn) gp avec w = hie
473 e 2m

o0

a) Déterminer la fonction ¢(x, 0). Calculer / li(x, 0)\2 dx.

b) Déterminer la fonction ¢(x, t). Calculer |¢/(x, t)\2 puis / l(x, t)|2 dx.

Indication : On donne les résultats de la transformée de Fourier symétrique en pulsation (voir
résumé de cours) :

2752 2 2 A X
F {e_[ /27 } = 7 7“/2; on admettra que ce résultat reste vrai pour 7> € Csi Re 72> > 0

F{f} = F(o—wo)

DU MAL A DEMARRER ?

2.1 Utiliser les tables; [E) et [E) Utiliser la parité des fonctions a transformer; [ Décomposer
la fonction en partie réelle et partie imaginaire.

2.2 Exprimer les fonctions f et g en termes de la fonction (1) = e~ “ u(t) puis utiliser les symé-
tries de la transformation de Fourier. Pour [, utiliser Iintégrale de Fourier inverse.

2.3 Utiliser la transformée de ¢?’ et celle de 1" .

2.4 Utiliser la propriété de factorisation du produit de convolution par la transformation de Fourier.
2.5 [P Utiliser la définition de la dérivée d’une fonction discontinue au sens des distributions.
2.6 [P Utiliser 1’égalité de Parseval et les fonctions eulériennes.

2.7 B d) On dérivera y(¢) « au sens des distributions ».

2.8 Remarquer que I’intégrale est un produit de convolution.

2.9 On prend la transformée de Fourier de 1’équation par rapport a x : Z(k,t) = F, (z(x,1)).
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Chapitre 2 - Transformation de Fourier

Probléme 2.1 N
E) Dans I’expression de la transformée de Fourier inverse qui donne V (x, y) on remplacera f (v)

oo
par / f(x")sin2mvx")dx’ et on permutera I’intégration sur v avec celle sur x’.
0

Probléme 2.2
On peut calculer F~! {Il, } soit a partir de la table soit en calculant explicitement 1’intégrale
de Fourier.

Probléme 2.3

D Attention : la variable de la série de Fourier est une fréquence ; la période de la série, v, a
donc la dimension d’une fréquence.

I3 On déduit de [E) que la fonction f(r) =
le théoreme de Shannon.

Probléme 2.4
D Utiliser I’égalité de Parseval.

Probléme 2.5
Dans les deux questions on peut utiliser la transformée de Fourier (en pulsation) des fonctions
gaussiennes ou bien utiliser le résultat

oo
_ 22 T 3242
/ e X bxdx: eb /4a
oo a

sin®

12

est a bande limitée et qu’on peut donc utiliser

valable pour a € R* et qu’on supposera prolongeable au cas a € C, Rea” > 0.

Corriges des exercices

—1 —1 1 ' 1

2.1 On utilise F {tf(t)} = =—F'(v) : F{te 'u(t)} = — =

B On uilise 7 {1f (1)} = 7 F'(0) : F {te”"u(D)} = 5 (1 +2i77'v) (1+2i70)?
B On transforme la fonction et on utilise la propriété : F { f(r — to)} = e AR (v)

1 1
t — —
F® 2+2at+b%>  (t+a)+b?—a?
= F@)= %ez”ﬂ’“ exp [—27T|v|\/ b? — az}
—da

E) On a lidentité : —ar* + bt = —a(t — b/2a)* + b*/4a. En utilisant la propriété :

F{f(t — 1)} = e 3™ F(v) on obtient

f{e—a12+bt} _ eb2/4a]_—{e—a(z—b/2a)2} — T /sa ymm fa ,—imvb/a
V a
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Corrigés des exercices

) Transformée du « triangle » : on utilise la parité

1 —cos2mvT

T
t
F{Ar()} = 2/0 a1- ?)cos Qmvt)dt o 2 Ty~

T [sin (mvT)

2
} = T sinc? wT)
avT

E) On explicite I’intégrale de Fourier et on utilise 1’imparité de la fonction fs(f)

T2 . .
F{fs0} = 2ia/ sin Qawt)dt = 2ia——2 "V
0 27y
.2 T
sin =
_ S (mry)
my

Remarque : f5(1)|,— /7 = A7(t) = Fs(V)|,—y )r = 2imvF {Ar(D)} .

1 . . . . A . .
[® Remarquons que : —— ¢ £' mais € £*; I’intégrale de Fourier doit donc étre prise en partie

. . A
principale a 'infini .
1 t 1 1 1 1
= —1 =Fy——=F\t —iF
t+i 2+1 2+1 {t+i} {t2+1} : {t2+1}
-1 /
= — (77@72“"’|> —ime M = _ige 1 +sign (v)]
2im

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Les propriétés de la transformation de Fourier utilisées de facon pertinente permettent d’élargir
le champ d’application de la table des transformées des fonctions de base.

2.2 [D On définit h(r) = e “u(t); alors f(t) = h(t) + h(—t) et g(t) = h(t) — h(—1);
Hw)=F{h(t)} = m ; on en déduit

2a
FUOF = HO+HE) = s

—4dimva
Flew} = HO-HEn=50r05
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F) On utilise la transformée de Fourier inverse

%) o) it oo
fx) = 2a Ly, — 4 e Jr — 2a cos(tx)dt
N a? +4m2p? 1=2mv T a+t2 o7 a’+12
—0o0 —o0 0
o>
cos(wt) T T
= 7d[ = — w) = _e_a|w|
/0 a’+1r? 2a (@) 2a
W - *  _dimva Jiv g, 14 el L 2a [* 1sin(tx)
oo A2+ 4T2p? =2 ) o a?+12 7)o al+1?
o .
t sin(wt) T
= PIROD gt = 7 g(w
/0 a? +12 2a 8(@)

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La transformation de Fourier est utilisée ici pour évaluer simplement des intégrales dont le

calcul direct fait appel a des méthodes plus élaborées (méthode du plan complexe, développée
au chapitre 4).

2.3 Si ¢ est a décroissance rapide elle est dans £' et donc sa transformée de Fourier est définie
continue bornée Vv et tend vers zéro a I’infini. C’est aussi le cas de t"¢”). Soit ¢ (v) = F {d ()}

1" n
Ft¢®) = (-21—77_) (Qimv)? l//(V)}( )

La fonction »” ™ doit étre définie continue et tendre vers zéro a I'infini ¥ (1, p) € N? ; 4 est donc
a décroissance rapide.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Ce résultat sera exploité au chapitre 5 pour définir la transformée de Fourier des distributions
tempérées.

2.4 Dans cet exercie on utilise F {f x g} = F{f} x F{g}

D F # % # — z e—277a|1/|z e—277b|1/|
a
o

12 +a> t2+b? b

™ 2mab)ly] F m(a +Db) 1
ab ab  t>+(a+b)?

B f{e—at —ht \/7 —wzvz/a\/7 —m** /b

—_ o 77'1/(+)~7'—1 T _ ab l2
abe ' (a+b)eXp< a+b

2
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Corrigés des exercices

-1 d —1 iy __ 2Ty
3] f{re—’”z * Hz(f)} =—— (e—””z) 2sinc@) = — (—2mv)e " |
2im dy 2ir 20Ty
1 — T R2imy 7771/272i7rv> F! 1 777([+1)2 1 77r(t71)2
- —_—— — _—— + —
3 (¢ e = g T e

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

On remarque que l’utilisation de la transformation de Fourier simplifie grandement I’éva-
luation du produit de convolution par rapport au calcul direct de 1’intégrale de convolution
(effectuer ces calculs directs dans les trois cas ci-dessus).

2.5 [D La fonction f(¢) est paire et a pour équation pour ¢ > 0

f@) = lpourt €[0,T — 1]
1
= —— @ —T)pourt [T —7,T]
T
= Opourt >T

a) En utilisant la parité sa transformée de Fourier s’écrit

T
F{f®} = 2/ f(t)cos Qavt)dt
0

T—71 1 T
=2 {/ cos 2mvt)dt — — / (t — T)cos(2mvt) dt}
0 TJr—7

sin Qav (T — 7))

La premicre intégrale donne . On integre la deuxieéme par parties

27y
T . T T
27yt 1
/ (t — Tycos@munyds = (t—1)Sm@™D L [ G Qrvryar
T—r 2av |p_, 27V Jr_,;
sin 2wy (T — 7)) N cos QmvT) — cos Qmv (T — 1))
= 7
2y (277'1/)2

En regroupant on obtient

cos Qmv (T — 1)) — cos RmvT)
22T

F{frm} =

b) Prenons la dérivée de f ; comme f est continue il n’y a pas de différence entre la dérivée au
sens des fonctions et la dérivée au sens des distributions f’(¢) est impaire et

f'(ty = Opourte€[0,T — 7]
1
= ——pourte|[T —71,T]
-

= Opourt>T
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Dérivons encore une fois, au sens des distributions (voir figure 2.3) c’est-a-dire en faisant
apparaitre a chaque discontinuité un 6 de Dirac pondéré par le saut a la discontinuité :

f”(t):%[8(t+T)—5(t+T—T)—8(t—T+7')+5(t—T)]
_ AU Tf ()
T T— T _t T—T—l“t T—‘CT>Z‘
-T-T+z g =T l T
Figure 2.3 —

On en déduit immédiatement
FL0) = —4m P F{f@) = % [eZiaruT _ QATUT—1) _ ,=2imu(T—1) +ef2irrVT]
= % [cos RmvT) — cos Rmv (T — 7))]
Attention ! Pour en déduire F { f(¢)} il faut résoudre
—Am* A F{f(1)} = % [cos QmvT) — cos Qarv (T — 7))]

au sens des distributions. La solution générale est

FL0) = gcos Q2mvT) —cos Qav (T — 7)) +ad @)+ B8 )

T —472p2

(voir exercice 1.4 [E)). Comme f est une fonction de £ il en est de méme de sa transformée
de Fourier ; on a donc @ = 8 = 0 et on a bien le méme résultat qu’a [iP.

—-b
B On peut reécrire (en utilisant cosa — cosb = —2 sin at sin a 5 )
FLOY = cos 2@y (T — 7)) — cos QmvT) _ sin(mv (2T — 7))sin (7v7)
27T o

sin(wv 2T — 7)) sin(wvT) . sin (7rvTy,) sin (7vT)

= (2T —
( ™ mv (2T — 1) TVT TVTy VT

ou 7, = (2T — 7) représente la largeur du signal & mi-hauteur. On en déduit

]:—1 Tww} — HT,,‘ |
TVTy 1
g [sineen| 1 (SO =
VT r 7
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Corrigés des exercices

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

On a ici un exemple de I’efficacité de certains calculs quand ils sont menés au sens des distri-
butions plutdt qu’au sens habituel des fonctions. Il faut cependant étre attentif a effectuer tout
le calcul au sens des distributions. ) permet d’établir que ce signal trapézoidal est en fait le
produit de convolution de deux fonctions porte dont les largeurs sont respectivement le temps
de montée 7 et la largeur & mi-hauteur 7.

2.6 [ID Transformée de Fourier-cosinus de f(f) = e 'u(z) :

_ — _ —(1+2imv) _
fc {f(t)} = /0 e tCOS(z’ﬂ'Vf)dt = RC/O\ e + tdt = m
B On veut calculer I'intégrale I(x) = / *~cost dt ou x €10,1[.On a
0
oe 1
x—1 x—1
¢ = 2 = 71
Fe{r'} /0 rleosQuindt = oS 1)
D’apres la formule de Plancherel
i ldr = 4/ I(x)|d
/0 ¢ ey B ol
> 1 1
r = 4] d
*x) (x)/o 4722 + 1 2mr)* g
-1
1 e 1 1
@ = I [/0 47202 + 1 Qav)y ”]
Calculons cette derniere intégrale :
< 1 1 [Cu T 1 1—x l+x
2.2 xav = du = —B( ) )
o 4mvi+1Q2wv) u=dz22 4 o 1+u 47 2 2
1 1

4sin(m15%)  4cos(§x)

On en déduit finalement
& T
I(x) = / *cost dt = cos(Ex) I'(x)
0

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La transformée de Fourier-cosinus (sinus) a I’image des séries de Fourier-cosinus ou sinus per-
met de résoudre des probléemes avec des conditions aux limites spécifiques (voir probleme 2.1).
Ici cette transformation est utilisée pour calculer une intégrale que I’ on retrouvera au chapitre 4
avec les méthodes du plan complexe.

55



Chapitre 2 - Transformation de Fourier

2.7 [D Cherchons une solution particuliere de 1’équation différentielle en utilisant la transfor-
mation de Fourier.

y'+2mty +4my = 0
Qimv)’ Y (v) — 2wﬁ RimvY(W)] +47Y(v) = 0
—vY' W)+ (207 +1)Y(») = 0
Cette derniere équation différentielle est linéaire sans second membre. La solution est
Y(v) = Kve ™ — yt)=F ' {y »)} =K’ (e_’”2>/ = K'te™™"

F) On cherche A € Ret y € £2 qui satisfassent I’équation et la condition
y'+adit)yy = Ay

y©O) =1
a) On utilise y(¢)6(t) = y(0)6(r) = () et on prend la transformée de Fourier de 1’équation
résultante
ATV Y(W)+a = AY(v)
a
= YW)= ———
) 4722 + A

b) Comme Y (v) € £? on doit avoir A > 0 (sinon Y (v) aurait un pole pour v réel).
¢) On prend la transformée de Fourier inverse en écrivant :

a 2\/X a _\/Xltl
W = e 0"
2
y0) = 1:>261W:1:>/\:%ety(t):e_%m
d) On vérifie
y(t) — e—alt‘/Z — e_m/zu(l‘)+em/2u(—t)
V() = % [—e_“’/zu(t) + eat/zu(ft)} + e~ U28(1) — €12 5(—1)
= % [fe_“’/zu(t) + e“’/zu(ft)}
ou on a utilisé g(#)o(t) = g(0)6(t) et 5(—t) = 6(¢).
2
V(1) = % [e"”/zu(t)+e“t/2u(—t)} _ % [e*“'/za(z)waf/za(—t)
2 2
- “Z {e_‘”/zu(t)+e‘”/2u(—t)} —ad(t) = %y(z‘) — ad(t)

2
y(1) = e~ "/2 satisfait donc y”(¢) + ad(t) = %y(t) = Ay(r) avec y(0) = 1.
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Corrigés des exercices

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La transformée de Fourier permet de résoudre certaines équations différentielles. La méthode
est toutefois limitée ; il se peut que 1’équation transformée soit aussi compliquée voire plus
que I’équation de départ, ou alors qu’aucune des solutions de 1’équation de départ n’admette
de transformée de Fourier. Quand 1’équation fait intervenir des 6 de Dirac, la transformation
de Fourier est souvent indispensable.

2.8 On remarque que

/ &du:y(x)* !

o dx —u)?+1 4x2 +1

Prenons la transformée de Fourier de 1’équation

1 1
YOdF{4xl+l}_”f{x2+2x+2}
1 T
_ T
‘F{4x2+1} 2°¢

_ f{ 1 } _ 7T€727T|V‘ eZim/
(x+1)2+1

on a

1
{x2+2x+2

on obtient
Y(v) = 2" 2™ y(x) = 1712 :
T(x+1)"+3
Ce qu’il faut retenir de cet exercice
La transformation de Fourier est 1’outil idéal pour résoudre ce genre d’équation.

2.9 Equation de la chaleur pour un fil infini :

0%z(x,1) _ 2 0z(x,1)

92 o t>0 ; z(x,0) =exp(—x?/x3)
On prend la transformée de Fourier par rapport a x en définissant Z(k,t) = / z(x, e 2 dx.
On obtient -
. 2 2 aZ(ka t)
472k
= Z(k,t) = Zo(k)exp <—Tt>
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ou Z(k) est la constante arbitraire d’intégration qui est en fait ici une fonction de k. Cette fonction
est déterminée par la condition initiale

Z(k,0) = Zok) = F {exp(—x*/x3)} = xo/7 exp(—mx5k>)
= Z(k,t) = xo\/mTexp |:—'772k2 (%t +x§>]
_ X0 x* . B 4t
= Z(X,t)— mexp <—%> ) XQ(I)—X() (1+W>

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

On a un probléme a deux variables. Le domaine de variation en x : ]—00, co[ suggere d’utiliser
la transformée de Fourier en x. L’ autre variable est alors « spectatrice ».

Corriges des problemes

Probleme 2.1

o’V 0*V
V est solution de I’équation de Laplace Fr +W =0 (x >0,y > 0)etsatisfait les conditions
X y
aux bords :
V(x,0) = f(x) surle bord inférieur

V(0,y) = 0 surlebord gauche

D La condition au bord en x = 0 suggere de prendre la transformée de Fourier-sinus par rapport
ax: o ~ o 5
2V 0y = ATV @, y) gy V) =

La fonction V satisfait I’équation

Vv, y)

0y?

88—;2\7(1/, y) — 47721/2‘7(1/, y)=20
La solution générale de cette équation est de la forme
f/\(v, y) = A(w)exp(—2mvy) + B(v) exp(2mvy)
B On veut yli)rgo V(x,y) borné ce qui entraine yll)n;o \7(1/, y) borné ; donc B(v) = 0. Par ailleurs

Vx,0)= f(x) = 17(1/, 0) = f(v) ol fest la transformée de Fourier-sinus de f. D’ou

Vv, y) = f)exp(—2mvy)
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Corrigés des problemes

E) On en déduit que

Vi,y) = 4 / h Vv, y)sinmvx)dy = 4 / h F(w)exp(—2mvy) sinmrvx)dv
0
= / {/ F(x)sinQavx")dx' }exp( 27rvy) sin(2Qmrvx)dv
= / fxh {/ exp(—2mvy) sinQmrx) sin(27Tvx/)dv} dx’

— 2/ fxh {/ exp(—2mvy) [cos [2mv(x — x")] — cos [2mv(x + x')] ] dV} dx’
0 0

o
- b .
En utilisant / cos(at)e_b’dt = —5—5on obtient
0 a +b

_ Y > / 1 o 1 /
Vix,y) = 77_/0 f&x) |:(x 7x/)2+y2 (x+x/)2+y2:| dx

) Dans le cas ot f(x)=Vy=c“ona

y [ | 1 L2V x
Vix,y) =2V, - dx' = O Arctg ©
(x,y) - 0/0 [(x—x’)2+y2 (x+x’)2+y2] x - rcgy

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Il s’agit ici d’un probléme aux limites sur un domaine non borné. La représentation de la
fonction recherchée en termes d’une transformée de Fourier-sinus en y permet d’implé-
menter automatiquement la condition en x = 0.

Probléme 2.2
Le filtre « retard » a pour action de décaler le signal d’entrée d’une durée ¢, :

e(t)y = s(t)y=e(t—1ty) 1tH0>0

ED Gain complexe et réponse impulsionnelle de ce filtre : prenons la transformée de Fourier de
I’équation du filtre.

o)

_ _ 2Tty _ .
Ew) Gv)=e = h(t) = 6(t — ty)

S() = E(w)e 2™ =

F) On réalise une approximation du filtre retard par le filtre de gain complexe
G() = e T 1, (»)
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Dans la table on a F {sinc (1)} = II;(v) or Il,(v) = Hl(z) = Ulﬂl(z). Comme
o o o

1
F WF(%) = f(at)ona F {Il,(»)} = osinc (at) (on peut aussi calculer I’intégrale

de Fourier inverse). Donc
ho(t) = F ' {e ™11, (v)} = asinc [o(t — ty)]

B On envoie dans le filtre de la question B le signal créneau I1,(¢) (on prendra 0 < 7 < fg).
a) Le signal de sortie est de la forme

7/2
y(t) = ho(t)x11.(t) = / ho(t — thdt'
—7/2
_ 0_/7/2 sin [7T0'(t -t — to)] ar
—rpp O — 1t — 1)

On fait le changement de variable u = 7o (t —t' — t;). On obtient

1 7T(T(I—to+T/2) Sin u

y) = — du
™ mo(t—ty—7/2) u

- % {Si[ﬂ'a'(t i+ %)] —Si[mo(t — 1 — %)]}

b) Considérons la représentation intégrale ci-dessus de y(¢). Quand ¢ — oo les bornes d’inté-
gration tendent vers +o0o selon le signe de (¢ —toiz). Si les deux bornes tendent vers la méme

. . . T T
valeur I’intégrale est nulle. Elle est non nulle uniquement si t — 7o + 3 >0ett —1ty— 5 <0

sinu

ce qui correspond a du = 1.

T ) _ 1 [
t — 1| < =. Dans cet intervalle la fonction vaut — /
2 T _ o U

Donc
y(t) =11t — 1)

Dans cette limite le filtre a donc le méme effet que le filtre retard de [[D), ce qui est cohérent
avec le fait que dans cette limite le gain complexe des deux filtres devient identique.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La transformation de Fourier est omniprésente en théorie du filtrage linéaire car 1’action
d’un filtre est souvent définie a partir du domaine fréquentiel et donc la transformée de
Fourier (inverse) est nécessaire pour revenir au domaine temporel ( ). Par ailleurs 1’ac-
tion d’un filtre s’exprime par un produit de convolution dont on a vu qu’il était souvent
plus simple a calculer a I’aide de la transformation de Fourier. On aurait pu utiliser cette
méthode dans [E) (a) mais le gain de calcul est ici non significatif.
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Corrigés des problemes

Probléme 2.3

ED G(v) périodique de période v (pulsation w = 27 /v,) ; d’autre part, comme f € £' N L? sa
transformée de Fourier F(v) est continue. On doit donc avoir F(4vy/2) = 0 ce qui entraine
que G(v) est continue. Elle admet donc un développement en série de Fourier uniformément
convergent sur R.

%
G(V) _ Z Cne—in277v/vo

n=—oo
1 V0/2 . V()/Z )

c = — G(V)eanﬂ-V/VodV - F(V)e’”z””/”ody
Vo J /2 Yo J sy

F(v) est la transformée de Fourier de f donc

o0 vo/2
f@) = / F(V)eﬂm/tdy _ / F(v)ei2””tdy

— 00 71/()/2

. . e, L. 1 n
En comparant avec I’intégrale ci-dessus qui définit ¢,, on en déduitc, = — f(—) = Ty f(nTp).
Voo Vo

Dans I’intervalle [—Vo /2, v/ 2] on a G(v) = F(v); on en déduit une représentation de F par
la série de Fourier

oo
Fw)y= Y TofnTp)e ™™/ ; ve [-n/2,m/2]
F) De [D on déduit
vo/2 ) vo/2 s . .
() = f_l{F(V)} _ F(V)elzm/tdl/ _ / Z T, f(nTO)e—m27TV/Vo 2™ gy
71/()/2 711()/2 n=—00
La série converge uniformément, on peut donc intégrer terme a terme :
o vo/2 oy . & eZiﬂ'V(t—n/vo) /2
=T T 7ln7TI/V()I7Tth =T T
7@ On;oo J o) /_Vo/ze ¢ ) Onzz_:oo fnTo) 2im(t —n/vp) —1y)2

Ce qui donne finalement

sin [7rvo(t — nTp)]

ot — nTy) vi

fO= > fnTy)

n—=—oo

E) D’aprés la table on a
F{Ar (1)} = T sinc*(vT)
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1
En prenant T = — on a
T

1 [sinv)’
-1 (%)

La lecture inversée de la table de transformées de Fourier donne dans ce cas

FL <Smt) }= A (v):>f{(smt) b= aAL ).

T
sint\ 2 1
) La fonction f(1) = <t> est bien élément de £' N £* et a un spectre limité entre —— et
T
—. Elle satisfait donc les conditions du théoréme de Shannon avec vy = — c’est-a-dire avec
T T
T
To = — Donc
L)
sint ) 2 > /sinmZ)\? sin(2t — nar)
> — Z 2
t ny 2t — nm)
n=—oo

. | - sin(n %) 2 " 1 1
sin(21) {Z "‘Z (?) =D [(2t —n) " (2t +n77)]}

n=1
ol on a extrait de la somme le terme n = 0 et on a replié les n < 0 en changeantn — —n. Le

sin(n75) . 1 L.
terme | ——=— | vaut O pour n pair et —————— pour n = 2k + 1. On en déduit
=2k +1)?

sin(t) 1 f i
= 2
( p > = sin(21) {2 Tk + 1)2[412 — 2k + 1)2772]}

2
En divisant par sin(z) cos(z) et donc en restreignant ¢ # no et en réarrangeant 1’expression, on

obtient :

1 T .
tan(t)—z‘—?Z:Qk_}_l)z[t2 Ok . t;«éni nerz

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Cette démonstration du théoreme de Shannon (il en existe d’autres) repose sur le lien
formel entre transformation de Fourier et série de Fourier pour une fonction a spectre
limité. L’ application de ce théoréme qui est développée 2 [E) conduit i une représentation
approchée de la fonction tan(z) qui est tres précise : pour t € ] —3.5 [ en tronquant la série
a son seul premier terme on a un taux d’erreur inférieur a 0,4 %.
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Corrigés des problemes

Probleme 2.4
D Utilisons la propriété de la transformation de Fourier d’une dérivée et la formule de Parseval

F{f' ()} = 2iwvF(v) = Parseval — /Oo \f'@)| dt = 4 /Oo V2 |F(v)|* dv
F) Appliquons I’inégalité de Schwartz
’/ tf (O f(de| < [/ \tf(t)!zdt] [/ |f'(@®)] dt]
/OO itf()]*dt = E* /Oo \F'@)) dt = 4° /Oo V2 |F(v)|* dv = 4 Eo?

Par ailleurs
o0 1 oo
/ tf@) f'(tdt = SHLf 1

T
—i/oo[f(t)] di = 5 E

o0 -

Finalement

1 1
—E? < ET?’ x 47*Eo? = o7 > —
4 47

B f@) = e_’z/ 415 — E = 1tyV2m (voir table : transformée de Fourier de la gaussienne pour
v =0)

< 2 <, —2)23 g APP 2p 1% /212q00 , (2 = —2/282 2
tlfo) de = t“e dt "= —tlte 10+ 1 e dt = tyE
— 00 —00 —o0
— T =10
e 3 1 RS .
/ VIFW| dv = — L) dt voir D,
oo 47 J_ o
0 2
_ Lz Lt igr = 1 i
4m? | 4t 16721
N 1 1
= — oT = —
47ty 47

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Cette propriété de la transformation de Fourier qui fait que le produit des largeurs « tem-
porelle » et « spectrale » d’une fonction de £ est constant est largement utilisée en trai-
tement du signal ; elle est aussi a la base du principe d’incertitude d’Heisenberg en méca-
nique quantique.
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Probléme 2.5

ED Paquet d’ondes gaussien en électromagnétisme

1 s o — 1 s Ve — o)
- g(w) plkx—on g~ e~ (@—w0) /80 i((w/c+ik" )x—w1) g
V2w /_oo V27 oo

—k"x 1 > —(w—w, )2/50)2 iw(x/c—t)
= e — e 0 e dw
V2 J o

1" 2 2
Onpose 7 =x/c—t;onap(x,t)=e ¥ * F! {e_(‘”_‘””) /o0 } P
T=X/C—
On utilise les résultats de la transformée de Fourier symétrique en pulsation ; on en déduit

- {e—(w—wo)z/ﬁwz} _ 5_weiw0te—§(5w)2t2 d’oi

V2

P(x,1)

(//(x7 [) _ 5we*kllxeiwo(tix/c)ef%(5(0)2(17)(/6)2

V2

Si k" > 0 on se restreint 2 x > 0 pour que le terme d’amortissement e~ * ait un sens.
F) Paquet d’ondes gaussien relatif 4 une particule libre en mécanique quantique :
1/4
82 g L hk?
P(x,1) = < / e 20 k=ko)” pitkx—an) g avecw = -

3
4w oo m

a)Ona, al’instantt =0 :

52 4 poo , 52 1/4 o i
P(x,0) = < ) / e 20 (k=ko)” ikx g _ (F) V2mF! {675 (k—ko) }
T

3
4 oo

<5—2>1/4 /27Teik0xe_x2/252 _ 1 >1/4eik0xe_xz/252
473 ) N w62

o0 1 o© 2 2
Ona/oo|¢(x,0)|2dx = M/ooe—* I dx = 1.

b) Déterminer la fonction (x, t).

AN 1, . Rk
lﬂ'(.x,t) = <m> /_OOCXP{—E(S (k—ko) +ikx —l%l‘} dk
2\ o L, (K + k)’
— <4—7T3> / exp —55 k' +i (k'+k0)x—lTI dk’'

oo

SN R [ L, ht\ ., | Tiko
= <4—7T3> exp <lk0x—l%l> /ooexp{— <§5 +l%>k +ik <x—%t>}dk
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Corrigés des problemes

Posons

ht hk
A2:52+i—etv():_0
m 2m
On peut alors mettre 1I’expression ci-dessus sous la forme
52 ]/4 1A2 2
Plx,t) = (4—77_3> exp [iko (x — vor)] V2w F~! {e_iA (k—ko) } t
X—Vp

On en déduit

2 1/4 B )
¢(X7 t) = ( 5 > eXp [lk() (x — Uo[)] ﬂ exp [_lw]

4’ NERSTY G

. . : r
Dans cette expression apparaissent des termes de la forme va +ib et exp(ﬂ). Quand on
a+i

prend le module on a

. B 5 ) 1/4 r i ar
‘\/a+zb‘—(a +b) et ‘exp<7a+ib>‘—exp <T+b2>.

On obtient donc
52 1/4 1 2
[h(x, )| = <—> ——————72 ¢XP [—7]
O R S O

Si on pose

2
oo(t) =4/6% + <—ht> et vg = —hko
mo m

on obtient une expression simple pour le module carré de la fonction d’onde (densité de

probabilité) :
1 (x — vot)?
O = ———exp | ——— 2
Ve = CovE T
On vérifie sur cette derni¢re expression que / | (x, t)]2 dx =1.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Ce concept physique de paquets d’ondes (planes) s’exprime directement en termes de
la transformation de Fourier. Les propriétés spatio-temporelles des paquets d’ondes gaus-
siens (propagation, atténuation, élargissement) reposent simplement sur le fait que la trans-
formée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne.

65



3 TRANSFORMATION
DE LAPLACE

RAPPELS DE COURS

a) Deéfinitions
La transformée de Laplace d’une fonction f : R — C est une fonction F : C — C définie par
I’intégrale de Laplace

F(p) = / T fydi
0

Onnote F (p) = LA{f (1)}.

On appliquera la transformation de Laplace aux fonctions f : R — C ayant les propriétés
suivantes :

o f est causale c’est-a-dire telles que f(r) = 0 Vr < 0. En effet la partie R~ du domaine de
définition de f n’intervient pas dans I’intégrale de Laplace. On suppose donc que la fonction y
est nulle'.

« f estlocalement sommable sur R*, ¢’est-a-dire sommable sur tout intervalle fermé borné de R”.

o f estde classe exponentielle, c’est-a-dire 3o € RetT > Otelsquer > T = | f(t)| < Be”!
avec B > 0.

Une fonction ayant ces propriétés est dite de classe L.

La transformée de Laplace est une fonction de C — C et 1’étude de ses propriétés dans le
plan complexe repose sur la théorie des fonctions analytiques (chapitre 4). C’est le cas des deux
propriétés suivantes :

o Propriété de F(p) : silafonction f(¢) est de classe L il existe un réel o appelé abscisse de som-
mabilité tel que sa transformée de Laplace F(p) est analytique dans le demi-plan Re p > o et
satisfait lim |F(p)| =0.

o Transformation de Laplace inverse
Soit F : C — C analytique dans un demi-plan Re p > o et satisfaisant lim |F(p)| = 0;
Ipl—oc

Re p>oy

1. La transformation de Laplace est utilisée en physique pour étudier des phénomenes transitoires, ¢’est-a-dire pour
étudier 1’évolution temporelle de phénomenes a partir de I’instant de leur naissance, ¢t = 0. On suppose que le phéno-
mene n’existe pas avant et donc que la fonction qui le décrit est nulle.
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Chapitre 3 - Transformation de Laplace

alors la fonction définie par
1
f)==— / F(z)e'dz
21 T JA

ol A est un chemin rectiligne Rez = o > 07, est une fonction causale telle que L{f} = F.
Onnote f = L' {F}; c'est la transformée de Laplace inverse de F. L intégrale complexe qui
apparait dans cette définition est appelée intégrale de Bromwich-Wagner.

Dans ce chapitre nous nous restreindrons désormais a p réel.

b) Deux théorémes
e Théoreme de la valeur initiale
Si Ilir%)l+ f(t) = f(0") bornée, alors
Jim pF(p) = lim f(r) = f(0)

e Théoréme de la valeur finale
Si llim f(t) est bornée, alors
—00
lim pF(p) = lim f(¢)
p—0 t—00

c) Propriétés de la transformation de Laplace

f@® F(p)
Linéarité af +bg aF +bG
1
Changement d’échelle (a > 0) | f(at) —F (B)
a a
Décalage temporel ft —tou(t —t9) | e "°F(p)
Décalage /p e’ f(1) F(p —a)
n—1
Dérivation/s £ PF(p) = p R0
k=0
d"F
Dérivation/p " £t 1y LEWP)
t dpn
F
Intégration/t / fHdt Fp)
0 p
o f(@) _ & gt
Intégration/p ¥ (f(0)=0) F(pHdp
P
1 T
Périodicité temporelle (sur R*) | f T—périodique [y / e P f(t)dt
Convolution f(@)*g(t) F(p)G(p)
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d) Transformée des fonctions usuelles (p > o)

f@® F(p) f® F(p)
1
u(t) — oo=0 5™ p"
7 r 1
e ult) ! vo—a || tutt) .a>—1| 2 h ) =0
p—a P«
cos(wnu(t) | =L— oo=0 | cosh(br)u() LA —
P2+ 2 0= P2 — b2 0=
. w® . b
sin (wt) u(t) Tt o o0=0 sinh (br) u(t) o oo = |b|
ENONCES DES EXERCICES
3.1 Transformées de Laplace
Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :
D 2eu) B) | sin(wt)| u(t)
cos/t
3] o B e a>0
B In7u(r) Onrappelle I'(1) = —y B Si(r) u(r)

1
\76_”2” u(t)

3.2 Transformées de Laplace inverse

D) E(r) u(r) (partie entiere)

Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

2p* 4 PP+l 1
| J pZ) p

P +3p*+Tp+5

Dlnlp)—iz 0<b<a BDe

68
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Enoncés des exercices

3.3 Problémes aux limites

A Iaide de la transformation de Laplace résoudre :
D —0"+2y+y=0 y1)=0:y'()=1
B n"+2y'+4ty=1 y0)=0

3.4 Oscillateur excité par un signal périodique

A I’aide de la transformation de Laplace résoudre :
Yemly=a'f  y0)=y(0)=0

ou f est le signal causal semi-périodique (f (¢t +4) = f(¢), V¢t > 0) défini sur ]0, 4] par :

f(@) 1 0<r<1
= 2 1<t<?2
=1 2<t <3

0 3<t<4

Tracer le graphe de la solution.

3.5 Equation intégro-différentielle

Une fonction x(¢) définie continue pour ¢ > 0 et de classe exponentielle satisfait I’équation
t ’
te'x'(t) +/ e x(thdt' =te' t>0
0

Trouver la solution qui satisfait x(0) = 1.

3.6 Systeme a contre-réaction

Un systéme a contre-réaction est régi par 1’équation
yO)=x(t —7)—kyt —7) k€]0,1]

Y
D Déterminer la fonction de transfert du systtme H(p) = M oll X(p) et Y(p) sont les

X(p)
transformées de Laplace de x(¢) et y(¢) respectivement.
F) Trouver la réponse du systeéme a un échelon unité x(r) = u(r). Tracer le graphe de y pour
k=0,5etpourk = 1.
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ENONCES DES PROBLEMES

Probleme 3.1 Oscillateurs couplés
Les petites amplitudes d’oscillation de deux oscillateurs couplés satisfont le systeme différentiel :
WO+ &) +ky5(0) = k()
V() + @ ya(t) +ky/(t) = 0
ou k €]0, 1[ est I’indice de couplage et A(t) la sollicitation extérieure. Les conditions initiales
sont :
»O0 = a ; y0)=0
»0) = b ;5 »0)=0

A T’aide de la transformation de Laplace déterminer la solution dans les deux cas suivants :
D oscillations libresa #0,b # 0; h(t) =0;

B oscillations forcées a = b = 0; h(t) = cos wyt.

Probléme 3.2 Equation intégrale
ED Soit 7 un nombre réel positif et x(¢) une fonction définie par
x(t)=0 pour t <0
x(t)y=n pour (n— )7 <t <nt neN*
Déterminer sa transformée de Laplace X (p).
) On considere un filtre causal dont la sortie ytest donnée par 1’équation :
V(1) +o? / yu)du = x(1)
0
ol w € R** et ot la fonction d’entrée x est celle de D).

a) A I'aide de la transformation de Laplace, trouver une solution particuliére qui satisfasse
y(0*) = 0 (le résultat sera exprimé sous la forme d’une série).

. : T
b) Que devient cette solution pour w = — ? Tracer son graphe.
T

Probleme 3.3 Probleme générique sur les lignes de transmission

ix1)

—>
9n cc?nsidére la propagation d’un §igpal ot Vet v(l,)
électrique sur une ligne de transmission
schématisée ci-contre (figure 3.1). =0 =l

Figure 3.1
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Enoncés des problémes

La tension v(x, ) et le courant i(x, ¢) en un point x de la ligne satisfont le couple d’équations aux
dérivées partielles (équations des télégraphistes) :

ov 15/] )
Y P
15)] ov

ox _CE_GU

et les conditions initiales v(x,0) = i(x,0) = 0. Les coefficients constants L, R, C et G sont les
parametres linéiques de la ligne. On soumet I’entrée de la ligne a la tension e(¢) de sorte que pour
t>0,v0,1) =e(t)

On définit

V(x,p) = / e P u(x,t) dt I(x,p) = / e Pli(x,t)dt
0 0
Dans la suite on utilisera les notations

E(p) transformée de Laplace de la tension d’entrée e(¢)

v(p) = \/(Lp + R)(Cp + G) facteur de propagation

Lp+R . P .
Z.(p)= impédance caractéristique de la ligne
Cp+G
c=1/VvLC vitesse de propagation du signal dans la ligne idéale
L
R. = c résistance caractéristique de la ligne idéale
Etablir que
Vx,p) = A(p)e """+ B(p) e
1
I(x,p) = [A(p) ™7 — B(p) 77"

Z.(p)

Dans les problémes qui suivent on pourra utiliser directement ce résultat.

Probléme 3.4 Ligne finie sans perte (R=G=0) fermée sur une résistance

On ferme la ligne, de longueur /, sur une résistance R, de sorte que v et i doivent satisfaire pour
t > 0la condition aux limites v(l,t) = R, i(l,1t).

ED A I’aide des conditions aux limites, établir que

1 e72pl/c
AP =ED) e omire BV =EW T

_ Ru_Rc
" R,+R.

N

ou K
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F) Montrer que

= 2nl 2nl
U(X,t) — ZK”e<t— n +X> u(t— n +x>
o c c
=~ _. ( 2nl —x) ( 2nl—x>
—ZK el|lt— ult—
- c c

B Calculer explicitement la tension en bout de ligne v(/, ¢) dans les trois cas R. > R,, R, < R,,
R. ~ R, , pour une entrée égale a un échelon de tension : e(¢) = Vp u(t).

Probléme 3.5 Ligne finie sans perte (R = G = 0) fermée sur une inductance

On ferme la ligne, de longueur /, sur une inductance L, de sorte que v et i doivent satisfaire pour

t > 0 les conditions aux limites v(l,t) = Ly —i(l,t). On veut déterminer la réponse indicielle

de la ligne c’est-a-dire le potentiel en bout de ligne, v(x = [, ), quand on applique a I’entrée un
échelon de tension : e(t) = Vyu(t).
ED A I'aide des conditions aux limites, établir que

Vo
p cosh(7p) + a sinh(7p)

Vix=1,p)=

ouonaposéT=1/ceta=cL/Ly.

F) On va maintenant chercher la transformée de Laplace inverse de cette expression.
a) Montrer que

Ve =1p) =2V y (- (7S e
k=0 P

b) Montrer que

! {%} = e " L,Qat)u(r)

ou L,(x) est un polynome de degré n en x dont on explicitera les coefficients (ce sont les
polyndmes de Laguerre).

¢) En déduire que

vix=10t) = 0 pour0 <t <7
N(t)
= 2V Y (D eI L2a(t — 2k + 1)7)] pourt > 7
k=0

1/t
ol N(t) est I’entier dans N qui satisfait N() < ) (7 — 1) < N(@)+1.
T
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Probleme 3.6 Ligne semi-infinie avec pert

es

Du mal a démarrer ?

On suppose la ligne semi-infinie ; v et i doivent donc tendre vers une limite finie quand x — +o0,
cette limite étant 0 dans le cas ou il y a des pertes (R et G non négligeables).

ED Etablir que
Vx, p)
I(x,p) =

Z(p)
F) Inductance linéique négligeable : L = 0

—ad’/t
a) Montrer que £ { ¢ u(t)} = ﬁe’z“\/ﬁ.
1 a

E(p) oYX

E(p) e—y(p)x

On pourra utiliser le résultat de I’exercice 3.1 .

b) Etablir que

L{e > [1+Ertf (avt —b/Vt)] u@t) — e [1 —Erf (avt +b/V)] u®)} = %eﬂ’ pra®

¢) Déterminer v(x, t) dans le cas ol on applique un échelon a I’entrée de la ligne e(t) = Vp u(¢).

E) Effet de peau

A hautes fréquences les ondes électromagnétiques qui se propagent dans un guide d’onde métal-
lique ne pénetrent dans le conducteur que sur une zone étroite. L’ épaisseur de cette zone de péné-
tration dépend de la fréquence : c’est I’effet de peau. La résistance et ’inductance linéiques de
la ligne dépendent alors de la fréquence de 1’onde et le facteur de propagation prend la forme

suivante :

R k p
Y(P)—ﬁ+m\/ﬁ+;

c

ol R, R, et ¢ sont les mémes que dans la question précédente et k est une constante caractéristique
de la ligne qui détermine la facon dont « I’épaisseur de peau » dépend de la fréquence. On néglige
les pertes diélectriques : G = 0. Du fait des pertes ohmiques on a lim v(x,f) = 0.

X—00

A I’aide des résultats des questions précédentes déterminer v(x, ) dans le cas ot on applique un

échelon a I’entrée de la ligne e(t) = Vyu(t).

DU MAL A DEMARRER ?

3.1 ) Fonction périodique de période T /2.

E) Utiliser une développement en puissances de ¢.

B Voir 1a fonction I".
[® Passer par la dérivée.

[ Effectuer le changement de variable : u =
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3.2 i) et ) Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples.
E) Voir exercice 3.1 B).
) Développer en puissance de 1 /.

. 1 . _

[® Développer le terme = en puissances de e” 7.
—e

3.3 D Attention les conditions sur y sonten ¢ = 1.

oo

1
1_'_7_2]) = Z(—l)n e—2np‘ La solu-
e

n=0
tion s’exprime a I’aide d’une série de fonctions de Heaviside. Une analyse détaillée de cette
fonction révele un comportement simple.

3.4 Pour prendre la transformée inverse de Y (p) utiliser

3.5 Faire apparaitre un produit de convolution.

3.6 Mémes remarques que dans 1’exercice 3.4.

Probléme 3.1
Dans chaque cas combiner les équations transformées pour résoudre pour la somme et la différence
des deux fonctions puis en déduire chaque fonction.

Probléme 3.2
1 o0
13 I —nTp
Utiliser = ZO e .
n—=
F) b) Le graphe de la solution fait apparaitre une fonction simple.

Probléme 3.3

Les fonctions V(x, p) et I(x, p) ne sont pas indépendantes ; elles sont reliées par les équations
aux dérivées partielles ce qui fait qu’elles s’expriment en fonction de seulement deux fonctions
arbitraires de p, A(p) et B(p).

Probléme 3.4 -
1 —2npl

N n npl/c

La encore remplacer T par ZO K"e .
n—=
Probléme 3.5
F) b) On remarque (=’ _ P =L (e_2“t£> "
P+ (p+2a)* |, , n! ‘

Probléme 3.6

B b) Calculer la transformée de Laplace de la dérivée de Erf (avt £ b / V1) en utilisant les
résultats de ) a).

1
E) On calcule £7! <—e_2“ﬁ > grace au résultat de [£) a).
p
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Corrigés des exercices

Corrigés des exercices

3.1 [D On utilise soit £ {t3f(t)} = (-1)° FO(p) avec f(1) = &u(t) = F(p) = ﬁ ; ce
qui donne £ {’e*u(t)} = ﬁ ; alternativement on peut utiliser £ {e* f(1)} = F(p —3)

avec f(t) = t3u(t) = F(p) = —sce qui donne évidemment le méme résultat.
4

T
F) La fonction est périodique de période T _ 5"
1)
1 I/ l+e P12
. _ . —pt g,
LA|sin(wt)| u(t)} = 1ol /0 sin(wt)e P'dt = [ it ol

ou on a utilisé
—at

Car e .
/e Usin(bt)dt = e [—a sin(bt) — b cos(bt)]

2n

(2n)!

E) On utilise le développement de cos u = Z (="
n=0

cos\/_ (=1)yrn—1/2
Z (Zn)'

Ce développement a un rayon de convergence infini dans lequel il converge uniformément (série
entiere). On peut donc en prendre la transformée de Laplace terme a terme :

{cos\/_} Z( 1)"F(n+1/2)_z(—1)" eolm [T i

(2n)! pn+1/2 B —~ (2n)! 22nn!pn+1/2 B p

La fonction F(p) a une singularité en p = 0; on a donc oy = 0 qui est bien I’ordre exponentiel
cos\/t
de .
NG

I Ecrivons I’intégrale de Laplace

1
e{Lpe0)

oo Lt oo ,—(u—ap)
e e
/ dt = / du
o (@+a) u=pt+a ap u

= e’ Ei(ap)
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B) Ecrivons ’intégrale de Laplace

o 1 [ u
LAlntu(®)} = / Int e P'dr = —/ In— e "du
0 u=rt-p Jo p

1 o0 o
= — {/ Inue “du—Inp / e_”du]
P LJo 0

") —Inp __y+lnp
p P

t
B Passons par la dérivée de la fonction f(t) = Si(t)u(t) = f'(t) = Tu(t). On utilise

LLF'@)) = pF(p)— F(OF) tﬁ{gi)} _ / G(p)dp'
14

R | T
F = d,:——A t
pF(p) /,, PR =5 rctg p

1 1
= F(p) = —Arctg—
p p

Ecrivons I’intégrale de Laplace

F(p) — ooe,az/,,ptd s /°° e (a/Vi= /Py’
p) = —F—dt =e —
o Vi Vi

dt

a VP .
On pose u = — — t;onau'(t —————<0Vt 0. La fonction u est donc
p G P (1) NN

décroissante de +0o quand t = 0 a —oo quant ¢t — +00.
On veut exprimer ¢ en fonction de u :

—uj:\/u2+4a\/ﬁ>;

N

@(\/;)%m_a:o:»ﬂ:%

il faut /7 > 0 ce qui implique

\/;—7 <u+\/u2+4a\/ﬁ) et jt;:\/lﬁ <1+\/u2-:t47a\/ﬁ> du

L’intégrale devient

Py = [Tl |y
(p) = \/ﬁ /_Ooe — u2+4a\/ﬁ u
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ue o . . o
Le terme ——————= est intégrable et impair ; son intégrale sur (—oo, co) est donc nulle par

' /u? +4a,/p
symétrie. Il vient

—2a./p &9
F(p) = ¢ e du = \ |7 o—2ap
VP s P

) Ecrivons I’intégrale de Laplace

o] n+l
o) = [ erEaan =30 [ et = 2 S ne et -
0

n>l1 n n=1
/
_ 1—e? —Ze_pn _ 1—e? e P _ 1
p g P (1—ery pler—1
On peut obtenir la solution plus simplement en remarquant que : E(t)u(t) = Z u(t —n)

n>1

e P 1 1 1 e ? 1
LAE®Nu@®)} = == —1l == -
LE@uO) 2 p P[l—e"’ } pl—e? p(er—1)

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Cet exercice permet de passer en revue diverses méthodes pour obtenir la transformée de
Laplace : table + propriétés dans les questions [P et [J, développement en puissance de
dans la [E), calcul de I’intégrale de Laplace dans les autres questions. Noter ’utilisation des
fonctions I' et E;. Les fonctions f des questions [ a [E) sont toutes a croissance lente ;
leur ordre exponentiel est donc o9 = 0. On peut vérifier dans chaque cas que F(p) est définie
continue pour p > o = 0 (ouRe p > 0dans ). Dans [B, o0 = 3 et F(p) est effectivement
définie continue pour p > 3.

3.2 D On décompose la fraction rationnelle en éléments simples

2p* —4 R . 5p—3
PP+3p2+Tp+5 2| p+l p2+2p+5

On va utiliser

—at : = d
L{e “sin(wu@)} = (p+a)+a?
—at _ _pta
L{e cos (wt)u(f)} T (pral+e?

Pour faire apparaitre des expressions de ce type on décompose
5p—3 (p+1) 2
2 =3 7, 4 2
p*+2p+5 (p+1D)*+4  (p+1)Y+4
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Finalement

2p? —4 1
£ { 3 +3p2 e +5} =5 [—e™" +5¢™" cos(2r) — 4e" sin(21)] u(r)
p*+3p°+7p

F) La encore on décompose la fraction rationnelle

W+ o ooprl o p 1

= p+ = S
p2+1 p pr+1 P pr+1  p2+1

On obtient directement 1’ original
f(t) = (8 —cost +sint) u(r)

E) On utilise le résultat de I’exercice précédent

1
L{ntu@®) = —"J’p“p
1 1 1
mpo_ ¥* np_l:ﬁ_l{ﬂ}:—(lnt+y)u(t)
p p p

) On développe la fonction en puissance de 1/p, pour p > sup (a, b)

ol = (+5) - (e5) -2 () - ()

+b
On prend la transformation inverse de la série terme a terme

ﬁ_l { ‘—‘} Z( 1)"+1 I:M] M(t) — _% (e—al o e_b[) Lt(t)

—1
E) On a simplement e ~? £, ot —1).

1
[9 On développe le terme e~ = g e " ; il vient
—e
n=0

T —n
Pr+myl—e?) (P2 +772>Z ’

n=0

SN sinm—mut—n) = sinmt > (=1'ult —n)

n=0 n=0
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L’analyse de cette expression révele
une fonction simple : sin#t pour
t € [2n,2n+ 1] (n € N) et 0 ailleurs
(voir figure 3.2).

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Corrigés des exercices

()

1 2 3 4 5

Figure 3.2

Cet exercice permet de passer en revue diverses méthodes pour obtenir la transformée de
Laplace inverse : décomposition des fractions rationnelles en éléments simples (méthode stan-
dard pour les filtres rationnels) dans [[) et [, développement en puissances de 1/p dans
). développement en puissance de ¢~ dans [). Le calcul de I’intégrale de Laplace inverse
nécessite d’intégrer dans le plan complexe et sera étudiée au chapitre 4.

3.3 [ Prenons la transformation de Laplace de 1’équation, en utilisant

L{y'}=pY(p)—y(O0") L{y"}=p*Y(p)— py(0") —y'(O") L{ty} =-Y'(p)

L
1y +2y 41y =05 (PPY(p) — pyo —¥)) + 2(pY(p) —yo) — Y'(p) =0
(p> — DY’ +4pY = 3y

On obtient une équation linéaire du premier ordre dans la variable p. La solution de 1’équation
sans second membre est K
Y(p)=———
(p) P17
On obtient une solution particuliere de 1’équation compléte par variation de la constante ; on

trouve : 34
p-—3p
Yo(p) = YT

Dans ces expressions K et yg sont des constantes arbitraires. Finalement

K, p’—3p
P12 o1y

On décompose les fractions du membre de droite en éléments simples. On obtient :

oL K 1 1 1 K 1 1
P)==3(n-7% p—l_(p—1)2]+§<y0+3>[p+1+(p+1)2]

Y(p) =
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1 1
Comme £~! {j} = eTu(r) et L7} {( n 1)2} = te™'u(t), on obtient aisément la
p p

transformée inverse
y(t) = Ae' (t — Du(t)+ Be " (t + D u(t)

2 2 2 2
les conditions en ¢ = 1

y1) = 0=B=0 ylH=1=A=—¢"!
yo) = @¢—De u@)

F) On suit la méme démarche. L’ équation transformée est

1 K 1 K ) o .
oUA=—-[yy— = |etB== <y0 + —> sont toujours des constantes arbitraires. On impose

1

' +2y +4ty = 1 £ (pZY(p) — y(’))/ +2pY(p) —4Y'(p) = ;

1 1]1 p
2 / !
—(p~+4)Y = —=Y7 =—=|—=
(p"+4Y'(p) » (p) 1 [p P +4}
On prend la transformée inverse de cette équation
1 1— 2t
1y =~ 11— cosClu = v = 1 g

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La transformation de Laplace permet de résoudre des équations différentielles par la méme
démarche que celle que nous avons utilisée avec la transformation de Fourier.

3.4 Comme f est périodique de période 4 sa transformée de Laplace est de la forme :

| 4
F(p) = T— o dr / f(H)e Pdr.
0

—e 4

On peut calculer cette intégrale sans difficulté mais on peut aussi remarquer que la fonction
gt)y=u@®)+u@ —1)—u(t —2) —u(t — 3) est telle que

gt) = f()pourt€[0,4]
= 0 sinon

Donc
4 0o
/ f(e Pdt = / ge Pdt = L(g) = L{u@)+ut —1) —u —2) —u@ — 3)}
0 0

1
= —(l+e P —e 2P —¢73P)

= F(p)= l l+e P —e 2P g3 _ l (1 +e_1”)2 (1 — e‘p)
p 1 —e4 p+eP)(1—eP)(l+e2r)
1 1+e7?
T plte
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La transformée de Laplace de I’équation est

2 1+e™?

(PP +7) Y(p) = T F(p) = Y(p) = p(p2+md) L+e

Pour prendre la transformation de Laplace inverse on va décomposer la fraction en éléments
simples et développer le second terme en puissances de e 7 :
2 l+e? 1 p } l+e?

Y = S
2 p(p2+m?) 1+e2r [p pr+m| l+e 2P

— |:l _ L] Z(_l)n [e—an +e—(2n+])p]
n=0

p p+m

. 1 P
Les fonctions — et ———
p p+m
puissances de e~ ¥ va engendrer dans le domaine temporel une série dans ces fonctions avec des
arguments décalés dans le temps :

ont pour original respectivement u(¢) et cos (7t) u(t); la série en

Y(p) Sy =S (-1 [t — 20) + 1 (1 — 20+ 1)]

n=0
)

— Z(—l)”{cos [7(t —2n)]u(t —2n) +cos[m (t — 2n+ 1)]Ju(t — 2n+1))}
n=0
Explicitons la premiere série :

Z(—l)" [u(t —2n)+u(t —QCn+1)] = u@)+u@—1)—ult —2) —u( —3)
n=0
+u(t — 4 +ult -5 —ult —6)—ult —7)+---

= g +gt— A+
ot g(¢) est la fonction définie a la question [[. Ecrite sous cette forme la série apparait comme
la superposition périodique de période 4 du motif défini par la fonction g : il s’agit donc de la

fonction f, second membre de I’équation. Par ailleurs, en utilisant cos [7(f — 2n)] = cos (7¢) et
cos[7m(t — (2n+1))] = —cos(t)

Z(—l)” {cos[m(t —2n)Ju(t —2n)+cos[m(t — 2n+1)]u(@ —2n+1))}

n=0

= cos (1) Z(—l)” [u(t —2n) —u (t — 2n + 1))]

n=0
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Finalement on a donc

y(t) = f(t) — cos(mt) Z(—l)" [u(t —2n) —u(t — (2n+1))]

n=0

Le graphe révele une fonction simple que 1’on peut
deviner en analysant I’expression ci-dessus. Il suf-
fit de remarquer que la somme de fonctions de
Heaviside est en fait une fonction de période 4 dont .
le motif voit se succéder un créneau de hauteur 1 et
de largeur 1, un « blanc » de largeur 1, un créneau

de hauteur —1 et de largeur 1 et enfin un « blanc » 0 ] 1 p A
de largeur 1, et de composer ce signal avec cos (77t) _ !
et f(t) (voir figure 3.3). Figure 3.3

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

L’aller-retour entre la variable temporelle et la variable symbolique p est facilité par la forme
géométrique simple des signaux impliqués qui peuvent s’exprimer comme des combinaisons
de fonctions échelon. La encore, comme dans 1’exercice 3.2. [, I’analyse graphique de la
solution révele une fonction simple.

3.5 Si on multiplie I’équation par e’ le terme intégral apparait comme un produit de convolu-
tion :

t
tx' (1) +/ e Cx@dt =t = tx() +e xx(t) =1
0
On prend la transformée de Laplace de 1’équation :

p
p+1

po 1 e _1
—(pX(p))+ﬁX(p)—p2:> pX'(p) X(p)—p2

Cette équation différentielle linéaire du premier ordre se résout de facon standard en utilisant la
variation de la constante pour trouver la solution particuliere de I’équation complete. On trouve

K p+1
+
p+1  2p?

X(p) = = x(t) = [Ke’ + %(1 + t)} u(t)

1
On impose la condition initiale x(0) =1 = K = 2

le™ +1+1]u(r)

N =

x(t) =

82



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des problemes

3.6 [ID Prenons la transformée de Laplace de 1’équation du systéme 2 contre-réaction :

o

Y(p) = e IX()—KY(p)] = Y(P) = X(P) s
e P

HOr = ke

. . 1
B On envoie en entrée un échelon unité x(¢) = u(t) = X(p) = — et
p

e P

1
W= ke ] T p

Z(_k)ne—(rHI)Tp

n=0

YO = Y Rult — 4+ D7l = ut — 1) — ku(t — 27) + K2u(t —37) + ..
n=0

Les figures ci-dessous (figure 3.4) représentent la solution y pour k = 0,5 et pour k = 1.

0.8 0.8

»®

»(@)

0.6

0.4+

0.2+

o
o
\4

0.0

\ 4
IS
N
IS
®
®

2 4 6 8

Figure 3.4
Figure de gauche : k=0.5; figure de droite : k=1.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Les exercices 3.5 et 3.6 mettent en jeu une équation intégrale et une équation aux différences.
La transformation de Laplace est bien adaptée a la résolution de ces problémes, ce qui montre
I’étendue de son champ d’application.
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Corrigés des problemes

Probléme 3.1
D Oscillations libres (a £ 0,b # 0,h (1) = 0) :

|
o

Y (1) + w”y1(t) + kyy (1)
V() + 0’y () +ky'(t) = 0

On prend la transformation de Laplace de ces équations

p*Yi(p) — ap + @*Yi(p) +k (p*Ya(p) —bp) = 0
p*Ya(p) — bp + 0’ Ya(p) +k (p*Yi(p) —ap) = O
(P> + &) Yi(p) +kp*Ya(p) = (a+kb)p

(p* +@?) Ya(p) +kp*Yi(p) = (b+ka)p

On ajoute et retranche les équations

[Yi(p) + a(p)] [P*A + k) + @] = pla+b)(1+k)
[Yi(p) — Ya(p)] [P*(1 —k) + @] = pla+Db)1—k)
On en déduit, en posant w, = \/% etw_ = lw— =
Yi(p)+Ya(p) = (a+ b)ﬁ = yi(t) + y2(t) = (a + b) cos (w4t) u(t)
Yi(p) — Ya(p) = (a— “ﬁ = Y1(t) — y2(t) = (a — b)cos (w_t) u(t)

et par somme et différence des deux équations

yi(t) % {(a +b)cos(w.t) + (a — b)cos (w_t) } u(r)

() = % {(a +b)cos (w.1) — (a — b)cos (w_t) } u(r)

B Oscillations forcées (a = 0,b = 0, h () = cos wyt)
V() + @y (1) + kyY (1) = coswot

¥y () + @*ya(t) +ky(t) = 0
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On prend la transformée de Laplace de ces équations

PPYip) + 0 Vi(p) +kpPYa(p) = P
p°+ wj

P Ya(p) + 0’ Ya(p) +kp*Yi(p) = O

(P2 +@*) Yi(p) +kp*Ya(p) = —b—
p2+(u%

(p* + &%) Ya(p) +kp*Yi(p) = 0

La encore on ajoute et retranche les équations

1 p
1+k (p>+wd) (p>+ w3)

[Yi(p) + Ya(p)] =

_ 1 P - P
(1+k) (0} —@}) | (PP+0}) (p*+e?)

1 p
[Yi(p) — Va(p)] = =k (p2+}) (p2+a?)

_ 1 r_ P
B (1 —k) (0* — }) [(p2+w(2)) (p2+w2_)]

on en déduit

yit) = [(Cy+C_)cos(wot) — Cycos(wit) — C_cos (w_t)] u(r)
w(t) = [(CJr - C_) cos (wot) — C, cos (w4t) + C_ cos (a)_t)] u(t)
avec
1 1 1 1
(ot C_=

T 20— (1+k)}
Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La transformation de Laplace donne une solution élégante de ce probleme. Une autre
méthode aurait consisté a découpler le systeme en faisant la somme et la différence des
deux équations différentielles pour obtenir deux équations indépendantes du second ordre.
Le prix a payer est une plus grande complexité des calculs dans I’implémentation du cou-
plage des solutions et des conditions initiales.

T2 —(1 -k}

Probleme 3.2

t
D Onax(t)=FE (—) + 1, (E = partie entiere). Pour calculer la transformée de Laplace X(p) on
T
peut
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1
— soit utiliser le résultat de I’exercice 3.1. [E) et la propriété : £ { f(at)} = —F <£>
a \a
1 t T 1 1
LLEO} =~ m L{E (D)1=
{0} ple? —1) T pe!”—1) p  p(l—eP7)
— soit on peut remarquer que
- 1
— _ —npT _
x(t) = % u(t —nt) = X(p) = Z >0 )

) Déterminons la sortie y du filtre.
a) On prend la transformée de Laplace de 1’équation

y’(t)+w2/ ywdu = x@t)5 py(p)+sz(p) _ 1 i
0 p(l —e PT)
Y(p) = ! _ e

(p2+a)2) (1—e»7) (p2+a)2) e

1 < .
¥ = — > sinfo(t — n7)] u(t - nr)

n=0

b)Siw=—~

1 e
y(it) = " % sin[w(t —n7)] u(t — nr)
1 .
= — Z sin(wt — nm)u(t —nt)
@ n=0

= %sin (;t> Z::O(—l)n u(t —nr)

On a déja rencontré cette fonction (avec 7 = 1) dans I’exercice 3.2. [9.

Probleme 3.3

En prenant la transformée de Laplace des équations et en utilisant les conditions initiales on
obtient :

ovix,p)  _ —(Lp+R)I(x, p)
Ox

oI, P) _  (cp+G)Vix.p)
O0x
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On élimine I'une ou I’autre des fonctions inconnues par dérivation. On obtient les équations décou-
plées

o*v

73@5 P) A (p)V(x, p) =0
X

0?1 (x,

TP pix, py =0

ol on a posé y(p) = \/(Lp + R)(Cp + G). Les solutions sont de la forme

Vx,p) = A(p)e """+ B(p) e’
I(x,p) = A;(p)e "+ Bi(p) "™

Les solutions sont couplées a travers les équations initiales : on injecte dans 1’une ou I’autre des
équations du premier ordre

AV (x,
WD~ (wp+ Ry I, p)
= y(p) [~A(P) e 7P+ B(p) ] = —(Lp+R) [Ar(p) e " + Bi(p) V]

En identifiant les coefficients des exponentielles on obtient :

y(p)

Ar(p) mA(p) = Zc(p)A(p)
71 B
Bi(p) = (Lp+ R)B(p) AT B(p)
ou on a posé¢ Z.(p) = é‘i:g ; d’otl le résultat
Vx,p) = A(p) eV 4 B(p) oY%
I(x7p) — 1 [A(P) e*)’(P)x _ B(p) ey(p)x]

Z.(p)
Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La transformation de Laplace permet de remplacer ce systeme d’équations aux dérivées
partielles couplées par un systtme d’équations différentielles ordinaires et donc de le
résoudre facilement.

Probleme 3.4

Pour une ligne sans perte R = G =0ona Z.(p) =
bout de ligne v(l,t) = R, i(l,t) se traduit par V(/, p) =

= R, et y(p) = p/c. La condition en

L
C
R, 1(l, p).

87



Chapitre 3 - Transformation de Laplace

ED Les conditions en x = 0 et en x = [ deviennent, avec la solution générale ci-dessus
A(p)+B(p) = E(p)

R .
A(p) e P/c + B(p) /¢ = = A(p) e~ P/ — B(p) e/
C

En résolvant ce systeme de deux équations a deux inconnues on obtient
Keprl/c

A(p) = E(p) 1+ Ke—20l/c

R, —R.
 R,+R.
F) On en déduit

1+ Ke—2rl/c B(p) = E(p)

N

ou K

E(p) - x—2l)/c
Vix,p) = 71_'_[(6{2[)1/6 [e px/e 4 K e 2’)/}

oS
— E(p) Z(_l)n {Knef(x+2nl)p/c + Kn+le(x72(n+1)l)p/c}
n=0

v(x, 1) = Z(—l)" K" {e[t—x/c—2nl/c|] ut—x/c—2nl/c]|

n=0

+Kelt+x/c—2m+Dl/c] ult+x/c—2m+1l/c]|}

Le premier terme en ¢ — x /c correspond aux ondes qui se propagent le long des x positifs et les
différentes valeurs de n correspondent a la composante progressive des différents aller-retour
qui se développent quand le temps croit. Les termes en ¢ + x /¢ correspondent aux ondes qui se

propagent le long des x négatifs apres réflexion sur I’extrémité de la ligne.

E) Pour une tension d’entrée égale 4 un échelon I’expression de la tension en bout de ligne (x = 1)

devient (on pose [ /c = 7) :

o
v(l,H) = (K +1)V, Z(—l)" K'ult—Qn+1)7]
n=0
Examinons les cas limites :
R.>R, K~-1 v(l,t)=0

Re< R, K~1 v(x,)=2V» (-D'u(t—Qn+1)7)

n=0
R.~R, K=~0 v(x,t) = Vou(t — 1)

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Encore une fois a I’instar des exercices 3.2. B, 3.4, 3.6, la solution dans le domaine
temporel s’obtient par un développement de la fonction symbolique en puissances de e~ ¥
et conduit a une représentation de la solution sous la forme d’une série d’échelons décalés.
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Probléme 3.5

La condition en bout de ligne est maintenant
0
I,t) =Ly —i(l,t
v(l,1) = Lo 3 tl(’ )

On veut déterminer le potentiel en bout de ligne, v(x = [,t), quand on applique a I’entrée un
échelon de tension : e(t) = Vo u(t).
ED La solution générale de la ligne sans perte est

V(x,p) = A(p)e /¢4 B(p) et/

1

16,p) = = [A(p) e/ = B(p) er/e]

La condition en x = [ s’écrit (r =1/c) : V(l, p) = LopI(l, p) cari(l,t =0) =0

A(p) e " + B(p) " = pR—LO [A(p) " — B(p) ¢”"]

c

A(p) e P [1 - pRLO] + B(p) e’ [1 + pRLO] -0

c c

R L . . .
On a L_C =c=a La derniere équation s’écrit donc
0 0

p

A(p) e [1 - E] + B(p) e’ [1 + p} —0

o
Par ailleurs v(x = 0,1) = Vy u(t)

Vi
V0, p) = ;0 = A(p)+ B(p)

En résolvant ce systeme de deux équations a deux inconnues pour A(p) et B(p) on obtient

Vo (praer By Vo (P @

A(p)

- E p cosh(7p) + a sinh(7p) N E p cosh(7p) + a sinh(7p)

On en déduit

Vo

v — — A —pT B ) 2 —
(x=1,p) (p)e "+ B(p)e p cosh(7p) + a sinh(7p)

F) On va maintenant chercher la transformée de Laplace inverse de cette expression.
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a) Pour cela on écrit

1
pcosh(7p) + asinh(tp) = 3 [(p +a)e™ +(p — a)e‘”’]

1 _

= 5(1) +a)e™ [1 + %ez”’]

Vo
= Vix =1, = -
(x p) p cosh(7p) + a sinh(7p)
2Vo > p—« "

- __“" Z(_l)n I e 2ntp
(p +a)e™ pt+a

- Ay e

b) On écrit
(p-ay _ ., 1
(prayT P pr2ay,,

Prenons la transformée inverse :

— le décalage de la variable symbolique p — « devient multiplication par e
— la multiplication par p" devient la dérivée n°" de

fmzc”{l}——m u(t);

(p + 2a)11+1
remarquons que f (0*) = f/ (0*) =--- £~V (0*) = 0.

Finalement
—1 (p - a)n _ eatd_n ie—Zm M(l)
(p+ay+' | dt |n!

En utilisant la formule de Leibniz (voir page chapitre 1) cette expression devient

dar 1 n—k
at 2at _ at ~ k [k] —2at [ 1
e pT [_n! e ] ut) = u(t)e E C, )

= u(t)em ZCkn(n—l) (n—k+ D" K (=2a) ke 2
k 0

- u(z)e*mZC k),( 2at)" 7k

= u(t)e” “’ch k'( 2at)t = e~ L, at) u(t)
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ou on a utilisé dans la derniere ligne 1’identité C;, k= ,11‘ et ot L,(x) est le polyndme en x
de degré n dont la forme explicite est

n

k
L,(x)= Z C,/j b xk

k!
k=0

¢) On déduit des résultats précédents que

vix =1,1) =2V, 2(71)%—“0—@"“)%” Ra( —Cn+1D)D)ut —2n+1)7)

n=0
qu’on peut reécrire
vix=1[0t) = 0 pour 0 <t <7
N@)
= 2V ) (D eI Li2a(t — (2k+ 1)7)] pourt > 7
k=0

ou N(r) est I’entier dans N qui satisfait

ING +1< L <IN +3 < N@) < (5—1) < N+ 1
T T

N —

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Cette méthode permet d’obtenir une représentation exacte de la solution de ce probleme
compliqué.

Probleme 3.6

ED La condition que v et i doivent donc tendre vers zéro quand x — +00 entraine
lim V(x,p)= lim I(x,p)=0
X— 00 X— 00

et implique que la solution générale se réduit a

Vx,p) = E(p)e "*
1
I0,p) = s E(p) e

B) Inductance linéique négligeable : L = 0.
—d?/t
a) On a montré dans I’exercice 3.1. 79 que £ {e u(t)} =,/ ze_2aﬁ ; on en déduit :
p

—d*/t oo
L = [ [Ty = e
1t p D u=2y/p’ a
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b) Soit f(f) :Erf(a\/f T %)

yon 21 (a b , b )

2 2

u(r);

ou encore

NG NN

On prend la transformée de Laplace en utilisant les résultats du (a)

1 T
C{ L) o 2ab [a TN /_e—Zb\/E:|
\ 1 p+a?

ot le décalage p + a” est engendré par I’exponentielle ¢~"! Par ailleurs on a
L{fi(O} = pFe(p) — f£(07)
avec
£2(0%) = Exf (F00) = — /m iy = F /OO ~dx = F1
+ = Erf (Foo) = — e X =F— e x =
V7 Jo V7 Jo
d’ou

1
pFi(p)+1= Teﬁ“” [a, [T 2w 4 \/Ee—”’ﬁ]
T p

p+a?
On en déduit

L {ez“b Erf (a\/; — %) u(t)} = % {ezb pa? [ﬁ + 1]

L {ezab Erf (a\/f+ %) u(t)} = % {€2b pa? [ﬁ — 1] +e2“b}

En combinant les résultats ci-dessus on obtient

£ {e™® [1+ Bt (av/T — b/vD)] — & [1 — Ext (av/i +b/VT)] } u(t) = %e% pe

|G
¢)On a y(p) = VR(Cp+G) = B\/p+a? avec a = C et 3 = VRC; par ailleurs

Vi
E(p) = —.

Pour la tension on a donc

Vix, p) = L0 omeB/pr?
14
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1
Compte tenu des résultats de la question précédente, en posant b = Ex B = %\/ RC on en

déduit
o Vo 7)(\/@ G X RC
v(x,t) = > e 1 +Erf | 4/ Ct > " u(t)
Vo vRG G x [RC
—e" 1 — Erf —t+ =\ —
+ > e r Ct + > ; u(t)
E) Effet de peau

Le facteur de propagation prend la forme suivante :

R k )4
Y(P)—ﬁ+m\/ﬁ+;

c

Les pertes ohmiques impliquent lim v(x,7) = 0 = V(x, p) = E(p) e~ *”*. On applique un

Vi
échelon a I’entrée de la ligne e(t) = Vou(t) = E(p) = -0
p

On a donc

V(x,p) = —exp [_ﬁx_—\/_x\/—__

. 1 x . .
On va chercher I’original de —e~2*V? ; le facteur e~ ‘¢ se traduira sur le résultat par une translation

temporelle de —f. On utilise ( D a))
c

—a*/t
i ayp) _ A€
L {e } Jr i u(t)

On déduit de ce résultat
1 a L@/t = 4 2 Vi 2

£t e_zaﬁ} = / dt’ :\/’_(> e “du

{p VT Jo VY VT \ a) s

a
= Erfc | — t
(ﬁ) o

1

£ {;eza\/ﬁeb”} = Erfc (\%) u(t)

a
= Erfc | —— —
e () e
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k
RV2

. . X .
En identifiant 2a = x et b = — on obtient

v(x,t) = Voexp (—

R > Exf k X (t x)
X c|l———F——=|ult——
2R. 2V2R. /1 — % c
Ce qu'il faut retenir de ce probléme

La encore la méthode de résolution basée sur la transformation de Laplace conduit pour ces
deux problémes a des solutions exactes qui s’expriment en termes de la fonction d’Erreur.
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INTEGRALES COMPLEXES ;
THEOREME DES RESIDUS

RAPPELS DE COURS

e Conditions de Cauchy

Soit f : C — C définie de la facon suivante : z = x +iy — f(z) = P (x,y) +iQ(x,y). Cette
fonction est dite analytique ou holomorphe dans un domaine si, dans ce domaine, P et Q satisfont
les conditions suivantes (conditions de Cauchy) :

« P et Q sont continuement différentiables ;
oP 900 0P E)Q
ox dy 09y Ox
e Fonction logarithme complexe
7= pe'? - logz =Inp+if, 6 € 160,00 +2m]; la détermination principale notée Log z,
correspond au choix 8y = —r c’est-a-dire a un choix de coupure le long de I’axe réel négatif.
e Théoréeme de Cauchy
Soit A un domaine ouvert simplement connexe de C, et f une fonction analytique dans A.

Alors pour tout lacet y dans A, on a / f(dz =0.
y

e Formule de Cauchy

Soit A un domaine ouvert simplement connexe de C et f une fonction analytique dans A. Soit y
un lacet dans A et zo un point dans A entouré par vy ; alors :

/ ( o 2”Tf ™ (z0)

7 — ZO)n+1

e Série de Laurent

Soit f analytique dans une couronne centrée en zop : Ry < |z — zo| < R, et y un lacet dans la
couronne entourant le point z ; alors

o0 [ee]

Z en(z —20)" = Z (z — zo)” + ch(z —20)"

avecc, = / A
! 2im ), (€— Zo)"Jrl

Vz dans la couronne f(z)



Chapitre 4 - Intégrales complexes; théoréme des résidus

e Singularités

Le développement de Laurent de f au voisinage de zo est celui défini dans la couronne
0 < |z—2z0] < R ol R est la distance entre z( et la singularité de f la plus proche de zo.

La série en est la partie singuliere du développement. Si elle compte un nombre fini de

Z— 20

termes, zo est un pole dont ’ordre est le degré de ce polyndme en ; 8’il y a un nombre
Z—20

infini de termes, 7o est un point singulier essentiel.

e Définition du résidu de f en zg

C’est le coefficient du terme en du développement de Laurent de f au voisinage de zo.

Z— 20
o Théoreme des résidus

Soit f une fonction méromorphe! dans un domaine ouvert A et vy un lacet dans A qui entoure les
poles z; z»...z,,. Alors

/ f(2)dz =2im Y Res(f,z)
Y k=1

e Calcul du résidu dans le cas d’un péle simple

P
Si f(z) = QEZ; et qu’il existe un point z tel que Q(zo) = 0 et Q’(z0) # 0 et P(zo) # 0 alors zo
Z
P(z
est un pdle simple de la fonction f(z) et le résidu en z est donné par : Res(f, zo) = Q/((Z 0))'
20

e Calcul du résidu dans les autres cas (poles multiples)

Il convient d’utiliser la définition du résidu ou bien la formule intégrale de Cauchy si le pdle est
explicite.

e Lemmes de Jordan
Soit y un arc de cercle de centre zp, de rayon r, d’angle « :
v:60 €[y 0)+ a] — zo+re’?

contenu dans un domaine d’analyticité de f.

1. si lirr(l)}rf(z()+rei9)‘ =0 VO el[bby+al= liII(l)/f(Z)dZ =0
r— r— ¥

2.si lim |rf(zo+re'”)| =0 VO € [6y,60+a] = lim /f(z)dz =0
r—oo r—o0 y

3. si zo est un pole simple de f, alors liII(l)/ f(z)dz =ia Res(f, zp).
r— y

1. Une fonction f est dite méromorphe dans un domaine ouvert A si elle est analytique dans ce domaine sauf en des
points singuliers isolés (p0les, points singuliers essentiels) du domaine.
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Pour réaliser les majorations utiles a la mise en ceuvre de ces lemmes on utilisera abondamment
Uinégalité triangulaire :
l|z1] = lz2l] < |21 + 22| < |z1] + |22

}/r f(2)dz

ENONCES DES PROBLEMES

et son extension continue

< / | f(2)dz]
r

Probleme 4.1 Calcul d’intégrales

ED Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes en intégrant la fonction appropriée
sur le contour 1 de la figure 4.1 :

[ee} 4 1
a) 1:/ Xt

oo X0+ 1
b) I(a) /Oo x” dx onaecl0, I
a) = X u o —
oo XY —2x2cos2a + 1 "2

© 1
c) In:/ > dx ouneN*
0 x"+1

<1
F) Calculer 'intégrale I; = / En ldx
by
a) par une intégration directg ;
1
b) en intégrant la fonction f(z) = — 1 sur le contour 2 de la figure 4.1 ;
Z
¢) en intégrant la fonction f(z) = ;) %—ZI sur le contour 3 de la figure 4.1.
z
IR
timz C /N
C >
A B
Rg z
A B
Figure 4.1

Contours 1, 2 et 3, de gauche a droite.
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Probléeme 4.2 Intégrales de fonctions trigonométriques — Séries de
Fourier

D Calculer I’intégrale
7 1
I(a) :/ —de la| > 1
0

(a + cos 0)°

F) Développer en séries de Fourier les fonctions 27 périodiques :

a) [(0) =+ jal # 1

—2acosf +a?

cost
b) gt)y=—"— a>1
sint —a

Probléme 4.3 Intégrales de Fresnel

ED On désigne par y le lacet du contour 4 de la figure 4.2. En évaluant I’intégrale I, = / e_zzdz

. . Y
déterminer la valeur des intégrales de Fresnel :

I = / sin(x?)dx et Ic = / cos(x>)dx
0 0

F) On veut calculer les intégrales :

[ee] 'l, oo t
JS(a):/ Dldr et Jc(a):/ Zdi a1
0 0

ta

iz
a) Pour cela calculer I’intégrale de la fonction complexe f(z) = e_a sur le contour 5 de la figure

4.2 (on choisit la détermination de z* qui est définie dans le plan Ly coupé le long de I’axe
réel négatif et qui est réelle positive pour z réel positif).
b) Retrouver la valeur des intégrales de Fresnel.

A
C DA
Y
C,
R
/4 A
A > > 18
A B e N
B C

Figure 4.2  Contours 4 et 5.
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Probleme 4.4 Calcul d’intégrales

21
ED Calculer I'intégrale I = / —dx (a > 1) de deux manicres différentes :
0 a+cosx

1

a) en intégrant la fonction f(z) = __982 sur le contour 3 de la figure 4.1 avec R = 1;

2+2az+1
b) en intégrant la fonction f(z) = —*  surle contour 6 de la figure 4.3.

a+cosz

. -1
B On veut calculer 'intégrale /(x) = P dt avecx € 1 —1,1[.
o _
a) Montrer que
1 [°° sinh(ux)
I(x)= —d
=3 /_ _ “sinh(u) "
. . sinh(zx)
b) Calculer /(x) en intégrant la fonction f(z) = — he) sur le contour 7 de la figure 4.3.
sinh(z
A
iR [P—$
o ITC
’ D C
Ye
4 Bl , 4 > B
21 -R R

Figure 4.3 Contours 6 et 7.

Probleme 4.5 Formule des compléments

La fonction B est définie par (voir chapitre 1)

© o st 2
B(x,y) —/0 mdl‘ (x,y) € (R )

Onadoncpourx =a €]0,1[ety=1—«

OOtafl
B(a,l—a):/ dt a€]0,1[
o t+1

a—1

+1

0o La—1
t T
dt = —
o t+1 sin Ta

_ . Z
En intégrant la fonction f,(z) =
que : ¢

avec a € ]0, 1[ sur le contour 3 de la figure 4.1 montrer
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Puisque B(a, 1 — a) =T'(a)T' (1 — a) ce résultat permet d’établir la formule des compléments :

I'aoI'l —a) =

sin T«
Probléeme 4.6 Formule de duplication de la fonction I

Soit la fonction f : t — f(t) = t“ u(t), ot @« > —1. On désigne par F(p) = L{f (1)} la
transformée de Laplace de f.
ED Calculer F(p) pour p réel positif.

F) En déduire F(p) pour p complexe, Re p > 0.
E) Déduire des questions précédentes I”expression de la transformée de Fourier de g(¢) = e " t* u(z).

) On prend a > 0. A I’aide de la formule de Parseval, établir la formule de duplication

T
() (a+1/2) = ZT*/:ma)
Probléeme 4.7 Transformation de Fourier; transformation de Laplace
inverse
ED Enintégrant f(z) = ¢~ sur le contour 8 de la figure 4.4 déterminer la transformée de Fourier

o0

de la fonction gaussienne f(t) = e . On rappelle que / e Udt = /7.

— 00

B Calculer la transformée de Fourier de f(¢) =

41

E) Calculer la transformée de Laplace inverse de F(p) = a ’aide de I’intégrale de

2
p*+2p+2
Bromwich-Wagner

£y = /A F(p)e? dp

ol A est la droite Re p = o. Pour cela on calculera I’intégrale de F(p) sur le contour 9 de la
figure 4.4 avec o = 0 (justifier).
Im q‘

B

@)

Mm z
r Rep

A

> »> A
> »>

A B

Figure 4.4  Contours 8 et 9.
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—2imvz
sur le

B Calculer la transformée de Fourier de en intégrant la fonction f(z) =

cos
contour 8 de la figure 4.4 (avec A = 7).

Probleme 4.8 Transformation en Z inverse

Un signal discret causal est une suite numérique a valeurs complexes {x,}, définie sur N. Sa
transformée en Z est la fonction définie sur C par :

Zx) =A@ =) Xz "
n=0
ED Montrer que si la suite {x,} est telle que

Xn+1
Xn

lim

n—oo

:RO

avec 0 < Ry < oo alors la fonction A(z) est analytique dans le codisque |z| > Ry.

F) Nous cherchons a résoudre le probleme inverse : étant donnée une fonction A(z), analytique
dans un codisque |z| > Ry ; trouver le signal discret {x, } dont A(z) est la transformée en Z.
Etablir que

1 -
X =>— | A" dz
2im Jr
ou I" est un cercle centré a I’origine et de rayon R > Ry.

E) On considere la fonction A(z) = 1— 22 C(Z)Sha +7

discret causal {x,} dont elle est la transformée en Z.
a) Déteminer Ry.

5 (avec a > 0) et on cherche le signal

b) Calculer I’expression de x,, a ’aide de 1’équation de la question [£).
¢) Retrouver ce résultat par un développement direct de A(z).
Probléme 4.9 Série de Fourier d’une fonction non bornée
Soit f la fonction 7—périodique définie sur R \ 7Z par
f(#) =In(| sinz|)

On veut construire sa série de Fourier.

ED Montrer que le coefficient ¢y = — In 2.

F) Montrer que pour n > 1 le coefficient a, est de la forme
1 [7sinné

ap = —— -
mn Jo siné

cos0do

E) Calculer a, en effectuant le changement de variable z = ¢!’ dans I’intégrale ; en déduire
I’expression de la série de Fourier de f.

© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit
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DU MAL A DEMARRER ?

Dans la plupart de ces problemes (4.1 et 4.3 a 4.7) la méthode pour calculer I’intégrale réelle
recherchée consiste a évaluer I’intégrale d’une fonction complexe bien choisie le long d’un contour
approprié, selon deux étapes :

(a) calcul de la valeur de I’intégrale par le théoréme adéquat (Cauchy, résidu) ;

(b) décomposition de I’intégrale le long du contour et - le plus souvent - déformation du contour
de facon a faire apparaitre 1’intégrale (réelle en général) recherchée.

Probleme 4.1

[ee]
Pour calculer f(x)dx on calcule I'intégrale de f(z) sur le contour 1 de la figure 4.1 a I’aide

— 00
du théoreme des résidus en prenant soin de ne prendre en compte que les pdles entourés par ce
contour. Dans [ (c) il faut faire un choix de détermination de la fonction logarithme complexe.

Probléme 4.2 _
On ramene 4 27 la longueur de I’intervalle d’intégration et on pose z = ¢’ puis on integre par le
théoréme des résidus I’intégrale obtenue qui est celle d’une fraction rationnelle sur le cercle unité.

F) (b) On calculera les coefficients ¢, de la série de Fourier complexe. On pourra poser
a = coshb.

Probleme 4.3
Dans les deux questions il faut utiliser une majoration fine de 1’intégrale sur le grand cercle pour
montrer qu’elle tend vers zéro quand R tend vers I’infini :

2 2
0ci0.7]=sino>2  coso>1- 2.
2 T T

B (a) Penser a la fonction Gamma !
Probléme 4.4
D 11 est utile de poser : @ = cosh b avec b > 0. (a) Attention, le cercle C; aici unrayon R = 1.

F) (a) Faire alternativement le changement de variable t = e" et t = e ". (b) La valeur de
I’intégrale vient a travers celle sur y, qui sera évaluée a I’aide du 3° lemme de Jordan.

Probléme 4.5

Suivre I’évolution de la détermination de z“ le long du contour. Pour 1’application des lemmes de
Jordan il est suggéré de majorer |zf (z) | sur un cercle de rayon r (0 < r < oo) puis d’étudier cette
majorante tour a tour pour r = R — oo etpourr = € — 0.

Probleme 4.6

Dans [F), le changement de variable u = pr dans I’intégrale de Laplace conduit 2 une intégrale
complexe le long d’un axe A ; pour la calculer il faut considérer un contour fermé qui comprend
I’axe réel, I’axe A et qui est fermé par un arc de cercle.

Probléme 4.7
F) et E) Etre attentif au choix du contour qui est lié au signe de la variable externe (v > 0 ou
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v <0dans ),t > 0out < 0dans [E)) pour assurer la convergence de I’intégrale sur le grand
cercle.

Probléme 4.8
) Développer A(z) en série de Laurent dans le codisque.

Probléme 4.9
D On utilisera des changements de variable successifs ;

E) Pour calculer le résidu, isoler explicitement le terme en 1/z dans ’expression de la fonction a
intégrer.

Corrigés des problemes

Probléme 4.1
ED ntégrales de fractions rationnelles

4
. R T +1 . .
a) Intégrale I : les pdles de f(z) = 511 sont les solutions dans C de z® = —1 soit
) Z ‘ . ‘
7 = eZHViT/0 | — 0, ...,5. Seuls les poles zo = 60 7 = €™/ et z, = 77/ sont

entourés par le lacet. On calcule la valeur de It :

; : i+l 1 /1 . 1
Ir = ZIWZRCS(f7Zk) Res (f,z) = =l puisque —5 = —z

—0 622 Zk k
2i 5 4
Ir = %(—2isin%—2isin%—2i5in%):?ﬂ-
4 id 4
0 (1+ R*™?) R*+1
[RIRED] < R\ agam | < Rpe—p 0

d’ o Rlim |Ic| = 0 (2° lemme de Jordan). Finalement
— 00

lim /°° x4+1d I 47
1 = X = = —
R—o0 r x0+1 3

— o0

Z2

74 —2z72cosRa) + 1
a pour solutions 7 = +e™®. Si a # g les quatre pdles sont distincts ; si @ = g — 7z =i
et on a deux pdles doubles.
Supposons d’abord « # g : seuls les poles z = ¢/ et z = —e™'“ sont entourés par le lacet

b) Intégrale I () : Pdles de la fonction f(z) = — 724272 cosRa)+1 = 0
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d’intégration. Donc

) . eia e—ta
Ir = 2i7 [R @) L Res(f, —e~1)] = 2i
r = 207 [Res(f, ") +Res(f, —e™')] ”7[41' sin(2a)+4isin(2a)]
. CoS o o

=~ TsinQRa)  2sin(a)

Sur le grand cercle

R3
<
(R — 1)

R262i9
R . - . .
)(Re”9 — z1(Re'? — z5)(Ret? — z3)(Rel? — z4)

/ f(2)dz
C

|Rf(Re")| = —0

Donc Rlim = 0 d’apres le 2° lemme de Jordan. On en déduit que pour & # g,

T
2 sin(a)

I(a) =

. T R . . e
Supposons maintenant a = 0} ; le pole (double) z = i est entouré par le lacet d’intégration.

Donc 4 5
< T T T
Ir =2i7R ) =27 — =—=J(a=—)= —
T imTRes(f,i) i 4z G+0) T2 (a 2) >
qui est bien la valeur de lin%_ I(a).
. . o 1 . o .
¢) Intégrale I, : Les singularités de f(z) = ] sont les solutions dans C de z" = —1 soit
Z n

zp = eHDIT/2n g — 0, ... 2n — 1. Celles entourées par le lacet I' ont leur argument dans
(0,7) = k =0,...n — 1. On calcule la valeur de I :

Ir = 2i77§Res(f,zk) Res (f,zk):#inl:—;—; puisquezlzn:—l
[RF(Re”)| <R 1+Rinei2n0 S RZ"R— 1 0
d’ol RILH;O |Ic| = 0 (2° lemme de Jordan) ; finalement
Rliglrz/Zﬁdx:zl,,:ﬁ%:ln:%
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F) Intégrale I,

a) Méthode usuelle : (voir exercice 1.1 B) on décompose

1 en éléments simples et on

. X3+
mntegre :

1 1 1
B+l D (x2—x+1) 3

1 1 1 2x -1

1 1 ko112 2 11"
. R 2
I, = Rler;O{gln(x+1)\O—gln(x —x+1){0+§%arctan [% (x—§>]0}

5 {11 R+1 }+ 1 <7T+7T) 27
= 1im — 1N ——— E— — — = —
R—oo | 3 R2_R+1 V3\2 6 33

1
b) En intégrant f(z) = e sur le contour I' (contour 2 de la figure 4.1) : des trois p6les
71 = ei”/3, n=—letzz = e37/3 seul le pole z; = ¢'™/3 est entouré par le lacet ;
) 1 i
— D7 — l7T/3 — Y =" 177'/3
It = 2imRes (f,zl e ) 2177362”7/3 3 e

Sur le segment CAonaz = xe*™/3 avec x : R\, 0. Donc

R 0 1 w3 2w )3 R
I - avs [ (PP s ae = (1= ) [ 1
r /0 Ol x+/R (eri”/3)3+1 e X |+ Ic, e = + Ic,

- 2
Surlecercle C; : z = R e avec § € [O, —77]

3

T iR’ R

Ie, :/ R g 1) < = 0
0 (Rel?)" +1 R°—1

Finalement
. 20w . T 2i 21
_ 2iw/3 et im/3 _ v _
(1 ¢ )I] - 3 € = I = 3 eim/3 _ p—im/3 3\/5

logz

¢) Enintégrant f(z) = a1 sur le contour 3 de la figure 4.1. On prend la détermination réelle
J

sur le bord supérieur de la coupure ;lles( trois poles z; = /™3, z, = —l et z3 = ¢/ sont
z O Z
entourés par le lacet; Res(f, zx) = 3g 2k)
<k

iw/3 im  5iw/3 ) __4i772\/§

Ir =2iw <3ezm/3 3t 3000 9
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Par ailleurs

R € : R

1 Inx +2 1

IF:/ 3nx dx+/ de.klcl ey = 2i77/ ———dx + ¢, + I
e X +1 R x> +1 e X +1

Soit C un cercle de rayon r,

Inr+i6
1+7r3¢i%0

r(Inr + 2)
r3—1

{rf(rew)‘ = ‘r

ou on a utilisé I’inégalité triangulaire pour majorer le numérateur et minorer le dénomina-
teur ; en prenant tour a tour C = C,r = R et C = C,,r = € on obtient par application des
lemmes de Jordan : Rlim |Ic,| =0et ling) |Ic,| = 0. Finalement

— 00 €—

4i772\/§:>1 B 21
9 ! 33

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Les trois intégrales de [[J) — intégrales sur R de fractions rationnelles — sont des prototypes
d’intégrales calculées tres efficacement par la méthode du plan complexe. La méthode de
F) (c) (multiplier la fonction a intégrer par log z) peut étre systématisée pour calculer des
intégrales sur R* alors que le choix du contour de [ (b) est spécifique 2 la forme de
la fonction. La méthode classique de ) (a) permet dans ce cas d’obtenir le résultat tout
aussi efficacement. Noter 1’utilisation quasi systématique de I'inégalité triangulaire dans
les majorations intervenant dans 1’application des lemmes de Jordan.

Probléme 4.2
Ici C désigne le cercle trigonométrique : C = {Z |6 €[0,27] — z = eig}.
: 1, . 1 1
ED Dans le changement de variable z = ¢’ on a cos§ = 3 (e’0 +e_la) = 3 (z + —> et

. d
dz = id'%de = do = &£

iz

w 1 1 m 1 1 1
I(a) = / 72d9 = —/ 72619 _ _/—2%

0o (a+cosb) Parité 2/ (a + cos 6) =’ 2 Jc [a+%(z+l)] iz

Z
2 2
- T/ %dz: _-/ 2Z 5dz
tJe (z2+2az+1) I Je(z—21)"(z—22)

oll z1» = —a £ va*>—1.Sia > 1 c’est le pole z; qui est entouré par le cercle unité tandis
que pour a < —1 c’est le pdle z,. Dans chaque cas on a un pdle double ; on utilise la formule
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intégrale de Cauchy :

2 z ma
a > 1:I(a)=- x2im — =
l dz (z — 22)° |, (a? 1)3/2
2
0 < 1:il@="2xa2ird F - ma .
! dZ (Z_Zl) 22 ( 2 1)‘

résultat qu’on peut exprimer de fagon plus compacte :

7 |a|
I(a) = ———— pour |a| > 1
((,Z2 . 1)3/2
F) Séries de Fourier
a) La fonction f(0) = T 2acosdta? est paire, donc les coefficients b, sont nuls :
1 /" cos(n6)
a, = —

7 J)_»1—2acosf+a?

_ 1 /77' ein() d0 B 1 Zn dZ
C w1 —2acos0+a =t 7 Jo 1 —a(z+ 1) +a? iz
1

Zn
= — / ; dz
—iam Jo 22— (a+1)z+1
« . , . . .y
Les poles sont z; = a et zo = —. Si |a| < 1 ¢’est z; qui est dans le disque unité et
a

1 . a” 2a"
a, = — 2T = 3
—iam a— = 1—a

1 1 -
o] < i = [1+2Za”cos(n0)]

n=1

Si |a| > 1 c’est z, qui est dans le disque unité et

l n
a, = ! 20T ((l) = 22/an
—a a*—1

1 1 >, cos(nf)
> 1: = 142
Jal 1 —2acosf+a? az—ll ; a’ ]

b) On va calculer le coefficient de la série de Fourier complexe

1 7 cost
Cp = — —e"dt
27 J_,sint —a

107



Chapitre 4 - Intégrales complexes; théoréme des résidus

On fait le calcul pour n > 0 car comme la fonction est réelle on a ¢c_, = ¢,. On fait le
changement de variable 7z = ¢!

1 Tz+ b dz 1 2+ 1)z !
cn = — 127111’1.— = — g—)dz
27 Jo 5z —7)—a iz 27 Jcz°—2iaz—1

On considere le casn > 1; les pdles sont z » = ia+iv/a?> — 1. On pose a = coshb (b > 0)

ce qui simplifie I’expression des poles : z; » =i e™?. Seul z, = ie~" est entouré par le cercle
unité

1. P+ !

P L

cp = —2i -
"2 z—ieb

n
= i"leb = ! <a —Va*— 1> n>0
z=ie—b
Pour n = 0 il y a un pole supplémentaire en z = 0 dont le résidu vaut —1 et compense
exactement celui du pdle z = ie” si bien que co = 0. Si on revient aux coefficients de

Fourier réels (puisque la fonction est réelle)

a, =2Rec, = 0sin=2p
= 2(=1)Pe @ Vgin=2p—1
b, =2Imc, = Osin=2p—1
2(—)Pe 2 sin=2p

Finalement

t
,CL = 22(—1)1’ e b [eb cosp—1Dr+ sin(2pt)] P =a+Vat—1
sint —a =

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Les intégrales de fractions rationnelles de fonctions trigonométriques peuvent étre calcu-
lées tres efficacement en passant dans le plan complexe par le changement de variable
z = ¢'%. Attention I’intervalle d’intégration en 6 doit étre tel que z parcoure le cercle unité
une fois en entier.

Probleme 4.3

D La fonction e~ est analytique dans C donc I’intégrale le long du lacet vy est nulle en vertu du
théoreme de Cauchy.

I, =0
Si on décompose I, le long du contour :
I), = Iup +ICA +ICl
R 2 0 im/4\2 R 2
Iap = / e “dx Ica :/ e~y (ei”/4x) = —ei”/4/ e dx
0 R 0
/4 7 /4
I, = / e—R2(00520+i sin20)l-Rei0d9 ‘IC ‘ < R/ €_R2 cos20d0
1 - 11
0 0
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40
Pour 6 € [0, %] — 26 € [0, g] — cos(26) > 1 — -2 On a donc
aa

/4
e, | < ReRZ/ F40/7 g — % (1 —e*RZ) ~ 0
0

R—o0

: > —ix? —im/4 > —x?
lim I, =0= e dx —e e "t dx
0 0

R—o00

e.@) 5 o o0
/ e dx = / cos (xz) dx — i/ sin (xz) dx =10 —ilg
0 0 0

On en déduit

On a

Q
S—
3

m\
><N

by

1
o

On en déduit

N

= Ic=1§=——

2V2

IC—ilsze

—ima VT
2

B Calcul des intégrales Jg (@) et Jc ().
124

a) La fonction f(z) = e_a est analytique dans le domaine délimité par I"; d’ou (théoréme de
z
Cauchy) :

Ir :/f(z)dz =0
r

Sur 'arc y, : z = ee'?

/2 eie(cos 0+i sin 6) " | /2 - 7T
I, = ———jee'’dd = |I,| < e “ e M%< —e 7 = 0
Y2 0 eaetaf) | 72| = 0 X D) 0

Sur l’arc y; : z = Re'?

/2 eiR(cosGH’sinG) " . /2 Reing
I, :/ WzRe’ do = |I,,| <R "‘/ e "Yd6
0 € 0

—Rsiné

La majoration e < 1 est ici insuffisante puisque R!™® est non borné quand R — oo.

260
En revanche pour 6 € [0, g] =sinf > — et
aa

/2 ] /2 o
/ efRsmﬁda < / e72R0/7rd0 "7 (1 _ efR)

Si bien que
|I'YI| <SR (1 76_R) - 0

R—o0

(ST
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Par ailleurs
R ix € _i(xe
e e
Ipc = —dx et Ipy = —_
BC /e x@ DA R (xezﬂ'/2)a

On a donc, dans la limite e — O et R — o0,

] eix ) oo
I, = / —dx — e’(la)”/z/ e "x “dx =0
0o X¢ 0

Jo()+iJs(a) = V97201 — a)
Jo(@) = s1n( 2>F(1—a) Jg(a)—cos( )F(l—a)

iTr/2)

R
d(xein'/Z):ei(l—a)ﬂ'/Z/ de

xa

1
b) Calcul des intégrales de Fresnel. Pour o = 5 on retrouve les intégrales de Fresnel de la

question 1 :

1 °° sint o > L
Js| =)= —dt =2 sin(x“)dx = sin r :>I—/ sin(x})dx = Y~
s(5) = [ =2 [sinetax =sin (7) TG = 15 = [ sinoediar = Y7

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

Dans les deux questions il faut utiliser le théoréme de Cauchy et étre trés attentif a la
majoration de I’intégrale sur le grand cercle. L’intégrale J- de 3 a déja été calculée pour
a = 1 — x par une méthode différente dans I’exercice 2.6.

Probléme 4.4 ,
ED On veut calculer I = / Y ax
0

a+cosx
1
a) En intégrant f(z) = % sur le contour 3 de la figure 4.1 avec R = 1 : les pdles de
z2
f(z)sontz1, = —a = \/a* — 1. On pose a = coshb (b > 0) ce qui simplifie I’expression
despoles:z;, = e™?. Seul le pole z, = —e~? est entouré par le lacet d’intégration puisque
lz1] = e’ > 1. 0On prend la détermination du log qui est réelle sur le bord supérieur de la

coupure et on calcule par le théoreme des résidus :

log z . —b —b+i
Ir = dz =2imRes (f,zp = —e " = e "7
r A&+wm+rﬂ (/22 .

Y log(—e™?)
= LT

—ih a2

sinhh  sinhb

i L
] B sinhb(ib-HW) B

Par ailleurs

1 ¢ .
log x log x + 2im
o= [ 8% gy | OBETAT eiie 41

r /E t2ax+10 /1 Pt2ax+1TaTa

1
1

= —2i ————dx+1I¢, +1

”T/e a2ax+ 1O TG
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Sur le cercle C, on a

€(lne+2m)
S - e

log(ee'?)

€ . . —0
‘ (eei? + eP)(eel? + e~ b)

l2f(2)| =

D’ou lir% Ic, = 0 en vertu du 1 lemme de Jordan. Par ailleurs
€E—>

logz am i0 » 2 6
“ /C1 Z42az+10° o /0 0 4 2aeit +1'° /0 el +2a+e 10

1 [ 6 1
= — —do=—=1
2/0 a+cosé 2

Finalement, on obtient

—imb @ 1 ! 1
- =1 2im | ———d
sinhb  sinhb 2 ”T/O a2ax+ 10

En identifiant parties réelle et imaginaire :

=1 27 et /1 ! d b
= X =
sinh b o X2+2ax+1 2sinh b

La deuxieme intégrale pouvant étre calculée directement.

b) En intégrant f(z) = % sur le contour I" (contour 6 de la figure 4.3). Les poles de f(z)
a+cosz
sont les solutions de 0 = a + cosz = cosh b + cosz = cosz = —coshb = cos(ib + ). Les

solutions sont z; = +ib + (2k + 1) 7. Seul le pdle zo = ib + 7 est entouré par le lacet I' (on
rappelle que b > 0). On a donc
_ 2imb  27?

Sinhb © sinh b

IF:2i7T N
—Sing

z=ib+m

Par ailleurs en décomposant I’intégrale le long du contour :

Ir = Isp+Ipc+Icp+Ipa
2 X
IAB = / —dx =1
0 a-+cosx
R - R R
27 +iy . . 1 y
I = idy =2i —dy — —d
Be /0 a+cos (2w +1iy) Y 77/0 a+coshy Y /0 a+coshy Y
0 . 2
X+iR |x + R| |27 + R|
1 = —————dx = |Ipc| < —————dx < 2T ————
P /Z,Ta+cos(x+iR) x| /0 |sinh R — a| |sinh R — a| R—oo

ou on a utilisé |sinh(b)| < |cos(a +ib)| < cosh(b) qui se déduit de I’inégalité triangulaire. 1

reste 0 ' &
Ly . y
Ips = ————idy = —d
A /R a+cos(iy)l Y /0 a+coshy Y
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Finalement

b 2m? o 1
2im——+——=1+2i —d
‘T sinh b sinhb 177/0 a+coshy Y

On en déduit

2,”.2 277.2 o] 1 2b 21n (a +Va?— 1)
sinh b a?—1 © /o a+coshy sinh b a?—1

La deuxieme intégrale pouvant étre calculée directement.

-1
I(x) = dt
() /0 7]

a) faisons le changement de variable ¢t = ¢"

L [ e — ] | [ emr —
I(x) "= “d :—/ d
x) /oerM—le “=2 ) Tsinhu "

o0

) On veut calculer I’intégrale

Dans I’intégrale de départ effectuons cette fois le changement de variable t = ¢~

—emt [T e ] 1 [ e — 1
I(x)t = / ;47_1(—8_”) du = —5/ e - du

o oo Sinhu
On fait la demi-somme : .
1) = 1 /Oo sinh(ux) 4
V= 2 J_o sinh(u) "
. . sinh(zx) ) )
b) Onnote It = | f(z)dz. Les singularités de f(z) = — hz) sont les zéros de sinh(z) sauf
sinh(z

r
z=0=z=ikm k € Z". Lelacet n’entoure aucune singularité de f = Ip = 0.
On décompose I’intégrale le long du contour

Ir = Ijp+lIpc+1I, +Icp+1Ipy
R Gnh
Iap = /_R TT((LZC)) du
Igc /OW %idy = |Ipc| < w% ~ 7ef =D 0 (x| < 1)
Iry = /077 Si;l:l(lf(__lziif;;)idy = |Iar| < Wic:iilil((ljg) ~ gellxI=D _ ¢

Pour les majorations dans ¢ et Ir4 on a utilisé |sinh(a)| < [sinh(a +ib)| < cosh(a) qui
se déduit de I’inégalité triangulaire. Sur I’arc de cercle vy, on utilise le troisiéme lemme de

Jordan :
. ) . . sinh(zx) . sinh(imx) sin(7x) )
Gm}) e imTRes(f,z0 =1im) i cosh(@) |._,. i cosh(im) cos(m) 7 sin(7x)
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Enfinsur CDUEF z=im+u=

_ smh((z T+ U)X)
ler = / / smh(m’ +u) du

_ / +/ i sin(7rx) cosh(ux) + cos(7rx) sinh(ux) J

—sinhu
smh(ux) cosh(ux) .
= cos(mx) du puisque = 0 par symétrie
“sinhu e “sinhu
On en déduit
Rlim Ir = (1+cos(mx))(2 x I(x)) — msin(7rx) =0
I(x) = zisin(ﬂ'x) _T tan ™

2 1+ cos(mx) 2 2

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La méthode utilisée dans [P (a) est tres spécifique de la fonction : c’est I’intégrale sur
le « grand » cercle — ici de rayon R = 1 — qui fait apparaitre 1’intégrale recherchée. La
méthode utilisée dans [ (b) est plus standard : le contour s appuie sur la périodicité de
27r du dénominateur de la fonction 2 intégrer. De la méme facon le contour de ) (b)
s’appuie sur la périodicité de 2i 7 du dénominateur de la fonction a intégrer.

Probleme 4.5
On veut calculer I’intégrale pour « € ]0, 1]

oo a—1
I(a) = / Y dx
0

x+1

a—1
Soit It = / (z - l)dz ou I" est le contour 3 (figure 4.1). Le pole de f en z = —1 est entouré par
r

le lacet I' ; le théoreme des résidus (ou la formule intégrale de Cauchy) donne

Ir =2im za_l‘ = i e ™) = i ™
Soit y un cercle de rayon r : z = r €'’
a—1 i(a—1)0 @
i0 r¢ ‘e r
rf (re =r - < = M(r
rf (re)] ref®+1 | = |r—1| ")

Sir =€ — 0alors M(e) =2me* — 0 (a > 0) = lir%|1c2| =0
€e—
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Sir =R — ooalors M(R) =27R*™' - 0(a<1)= Jim[Ic,| =0
— 00

On a donc
Ir = IAB+ICD+IC1+IC2
R xa—l
IAB = / dx
e x+1
€ 2irya—1 R _a—1
xe .
Icp = / 7( ) dx = ez”m/ T dx
R x+1 e X+1
En prenant la limite € — O et R — o0
(1 — ezma) [ =2ime™ = [ =— 7
sin(7ra)

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Il s’agit ici d’un grand classique parmi les intégrales calculées par les méthodes du plan
complexe qui met en jeu les fonctions multiformes.

Probleme 4.6

Soit F(p) = L {t*u(t)} la transformée de Laplace de f. Comme 7*u(t) est a croissance lente son
ordre exponentiel est zéro et F(p) est analytique dans le demi-plan Re p > 0 que ’on notera IT*.

ED Pour p réel on a

F(p) = L{t@)} = /OO tYe Pldr = /oo <£> e "d (ﬁ)
0 u=pt Jo 14 p

Lo T(a+1)
= a+l ute "du = pa+1
p 0

A
. . . R Imu
F) La variable p est maintenant complexe. On fait le méme A

changement de variable que ci-dessus mais la variable u
devient complexe et décrit dans le plan complexe un che-
min radial A (voir figure 4.5) incliné d’un angle Arg p par
rapport a I’axe réel : r
gp

1 a _—Uu
Fp)y= patl /Au ¢ du Figure 4.5

Pour évaluer I’intégrale Iy = / u“e "du on va calculer I'intégrale Ir = | z%¢ *dz ou I est

\ 4

A
le lacet de la figure 4.5. De par le théoréeme de Cauchy, It = 0; de par le 2E lemme de Jordan
I’intégrale sur I’arc de cercle — 0 quand R — oo car

|Za+1€_z| < Ra+le—Rcos(9 =0
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pour 6§ € [0, Arg p} avec Arg p € | — g, %[ qui correspond au domaine d’analyticité de F.
Finalement I’intégrale sur A est égale a I’intégrale sur I’axe réel :

o.@]
Iy = / x%e“dx =T(a+1)
0

Donc pour p complexe dans IT* on a encore

mais ou, par continuité, c’est la détermination réelle pour p réel positif de la fonction multi-
forme complexe p**! qui doit étre choisie. Du fait de 1’analyticité de F(p) la coupure doit étre
dans le demi-plan Re p < 0.

ED La transformée de Fourier de e ' t*u(t) est donnée par :

Fle 't*u(r)} :/ tae_’e_i2””’dt:/ t* e G — F(1 + 2imv)
0 0

ED Appliquons la formule de Parseval au couple : e " t*u(t) JoF (1 +2imv)

/ ez’tz"dt:/ \F(1 +2imv)[*dv
0

— 00

o IF'a+1
d’une part : /0 e 2 2t = 7(226;1 )

o0 o0 1

d’autre part : / |F(1+2imw)|*dv = [T(a+ 1)]2/ dv

— 00 —

—2[F(a+1)]2/00 v [F(MI)]ZL/OO e
B o (L+4a2p2)ert ™" iy 27 Jy (1+ )=

1 2 1 1
=5- [T+ 1)] B(E,a+§)

| 1+2i 7y | X+D
o0

En égalant les deux parts on obtient

I'Ca+1) 1 2 1 1

On va utiliser . | |

L_ L)L (a+5) :\/;F(‘“z)

2 I'a+1) I'a+1)

et remplacer I'Ca + 1) = 2al’Qa) et I'(@ + 1) = al'(«). On en déduit le résultat

1
B(E,a+

1
I'ae)'(a + 5) = 2f] I'Ca)
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Ou on s’apercgoit que la transformation de Laplace pour des valeurs complexes de la
variable p et la transformation de Fourier sont intimement mélées. Cela conduit a une
démonstration élégante de la formule de duplication.

Probleme 4.7

D Ona

Fle} :/

— 00 — 00

%

2 2.9 2 2.9 2

ete2z7rvtdt:e 7rv/ e (t+z77v)dt — e Wv/ezdz
AI/

=t+imv

. , 5. , _ 2
ou le contour A, est la droite {z| Im z = 7v}. Pour évaluer Iintégrale In, = / e * dz calcu-
AV

lons It = / efzzdz ou I' est le contour 8 de la figure 4.4 avec A = 7rv. D’apres le théoreme de

r
Cauchy It = 0.
SurBC:z=R+iy;

A A
2 . 2 2 2
Ipc :/ e Re R e idy = |Ipc| < ek / e Vdy — 0
0 0

R—o0

Méme chose sur DA.
Sur CDon az = x +imv et dans la limite ot R — ocoona Icp — —I,. Donc

Rlim It = —1,, +/ e_xzdx = Ip, = \/E Yv
—00 o

On en déduit F {e*fz} — Jme ™

1 0o e—2i77'1/t
F = ——dt
{t4 +1 } /Oo t*+1

—2imvz

F) On veut calculer

e
4 +1

e—2i7rvz
Ir= | S—dz
r < +1

Pour cela on integre la fonction f(z) = sur le contour I" (contour 1 de la figure 4.1) :
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Corrigés des problemes

+im/4. im/4 et

Les poles de f(z) sont les solutions de z* + 1 = 0 = z = +e ; seuls les poles e

—e~™/* = ¢¥7/4 sont entourés par le contour. Donc
) ) —2imvz ef2i771/z
Ir = 2inw [Res(f, ¢™/*) + Res(f, e3”7/4)} —in {73 T ]
4z oim/4 4z- o3im/4
exp [—Zim/(l + i)/\/i} exp [—21'771/(—1 + i)/ﬂ]

= 27 dpdim/ + 40/

= %e’”’ﬂ {— exp {i <—7TV\/§ + g)} + exp [—i (—771/\/5 + g)} }
ol on a utilisé le fait que e ~¥7/* = —¢/™/* et que ¢ ~¥"/* = ¢~'/*_ Finalement

Ir = me™V2sin (—771/\/5+ %)

i0
On décompose It le long du contour : It = Iap + Ic;sur C : z = Re;

I /” exp [—2imvR(cos 0 + i sin 0]
C =
0

10
RY %0 + | a6

R o
|[Ic| < 47/ exp(2mvR sin0) do
R —1

Comme sin @ > 0 pour que exp (27v R sin 6) reste bornée quand R — oo il faut v < 0. Dans
cecasexp(2mvRsinf) < 1et

—217TVl
|Ic| < 7_1—>Oet1r—>/ t4+1
On a donc
V<O:>.7:{t4+l} — 7e™V2sin (—77'1/\/§+%)

Pour traiter le cas » > 0 il y a deux possibilités : soit choisir un contour dans le demi-plan
Imz < 0 qui permettra de majorer I’intégrale sur le grand cercle puisqu’on aura sin§ < 0,

soit utiliser le fait que la fonction f(¢) = est paire et donc qu’il en est de méme de sa

4
transformée de Fourier. Le résultat obtenu ci-dessus pour v < 0 est étendu par parité aux v > 0.

F () = me~™"1V2in (77 | V2 + %)

On peut facilement vérifier le résultat pour v =0 : F (0) = .

V2

> > ] 1[0 u3/4
F(0) = / - dt:2/ . dt:2><—/ dt
e 1T+ o tr+1 u=s 4 )y u+l

wT o
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E) La transformée inverse recherchée s’exprime par I’intégrale de Bromwich-Wagner

1 eZZ
)= -—— | -————dz
1 2im /A 24+2z7+2
ou A est un axe vertical qui doit se trouver dans le domaine d’analyticité de F(z). La fonction

Fiz) = ———
@ 72427+2 } o

peut donc prendre A = {p \ Re p = 0} : axe imaginaire.

Pour calculer cette intégrale on va choisir un contour fermé I' constitué d’une portion d’axe

imaginaire entre (—R, R) et fermé par un demi cercle C dans le demi-plan Rez < 0. On va

a des poles en z = —1 £ i donc F(p) est analytique pour Re p > —1; on

calculer
1 eZt d
Ir=-— | 5———dz
" i /F 24+2z7+z2
Les pdles de la fonction z; » = —1 £ i sont tous les deux entourés par le contour
1 et e?!
Ir = —x2im |Res | 5———,2=21|+Res | 5—F—,2=2
' 2w [ <z2+2z+z’ ! 24+2z7+7 ?

e(fl+i)t e(flfi)t L
= — = e 'sint

2i 2i

Par ailleurs

37

et 5 eRt cos GeiRt sin 0 "
Ic = 7dz:/ : ; iRe'YdO = |1
¢ /CZ2+ZZ+Z z (Re”’—zl) (Re’g—@) [fc]

37

g R 2\/T ethos(ide
(R=v2)

2

3
Sit > 0,comme 6 € [z 7

2,7] = cosf < 0eteR % < 1. Donc Ic — Oet

f(@)=e""sint pourt >0

Si t < 0 on prend comme contour I" la portion d’axe imaginaire entre (— R, R) et fermé par un
demi cercle C dans le demi-plan Re z > 0 au lieu du demi-plan Re z < 0. Dans ce cas

TR 2
eRt cos 0610

e < —=—
(R-27 )2

On a maintenant 1 < 0 mais cos § > 0 et de nouveau e®'°*? < 1 = I — 0. Cependant, il n’y
a plus alors de singularité a I’intérieur du contour et donc (théoreéme de Cauchy) I = 0. On en
déduit donc

f@) =0 pourr <O

Et finalement
f(t) = e "sint u(t)
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Corrigés des problemes

) Ona

1 00 €—2i7rvt
F = dt
{cosht} /OO cosht
—2imvz

intégrale que I’on cherche a calculer. Pour cela on integre la fonction f(z) = h sur le
coshz

contour 8 de la figure 4.4. f(z) apour pdles z; = (2k + l)lg. Seul le pole zg = %T est entouré
par le lacet I' ; on en déduit :

6—21'771/2 ) 6—21'771/2
r = dz =2im —
r coshz sinhz | _ i
)

R e—2i7TVl
IAB :/ dt
g cosht

—R e—2i77v(t+i77) )
ICD = / —dt = 6277 VIAB
R

cosh(t +im)

2
=27e”’

Sur le segment AB :

Sur le segment CD :

Sur le segment BC: z = R +1iy
™ e*2i7TV(R+iy)
I = I —
Be /0 cosh(R+iy)l Y
™ 27wy 1 m 1 — —2mv
€ e
el < | —S———dy<—— [ ety =——5 0
e /0 |cosh (R +iy)| Y smhR/O ¢ Y dmvsinR

ol on a utilisé |sinh(a)| < |cosh(a + ib)| < cosh(a) qui se déduit de I’inégalité triangulaire. Sur
DA un calcul analogue conduit au méme résultat. Finalement

) [e’e} e—2i771/t )
(1+¢* V)/ dt = 2mwe™"
oo COSht

1 T
F = -
{ cosh ¢ } cosh(72v)

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

Le calcul de transformées de Fourier et de Laplace passe souvent par le plan complexe. La
transformation de Laplace inverse est par définition une intégrale dans le plan complexe
mais elle est assez peu utilisée car la bonne exploitation d’une table et des propriétés de
la transformation permet de résoudre la plupart des problémes. Le calcul montre comment
I’intégrale de Bromwich-Wagner engendre une fonction causale.
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Probleme 4.8
D Ona

oo

AR) =) u,

n=0

avec u, = —Z Utilisons le critere de d’ Alembert pour la série des valeurs absolues
<

| _ ol 12" Ro
wl Tl T T

Cette limite est inférieure a 1 si |z| > Ry. La série converge donc absolument et uniformément
dans tout domaine |z| > R > Ry. Sa somme est donc une fonction analytique dans ce domaine.

F) A(2), analytique dans le codisque, y admet un développement en série de Laurent centré en 0.

A(z) = Z cn "

n=-—o00
avec
¢ =L [AQ @.1)
n 2 I Zn+1 :

ou I' est un cercle centré a I’origine et de rayon R > Ry. En identifiant & la transformée en Z
on obtient

o0 o0
AR = Y a"=) x "
n=0

n=—oo

1
= X, =cC_, = o A(z)z" Vdz n=0

Il reste & montrer ¢, = 0 pour n > 0. Pour cela posons Z = 1/z dans I’équation (4.1).

1
Ch = G(Z)Z" Vaz
2im

ou G(Z) = A(1/Z) et I est le cercle de centre O et de rayon p = 1/R. Comme A est analy-
tique pour |z| > Ry, G est analytique pour | Z| < po = 1/Ry. Donc pour n > 1, G(Z)Z" " est
analytique dans le disque |Z| < p et I’intégrale est nulle.

E) On considere la fonction

z
A = >0
@ 72 —2zcosha + 1 “
z

(z—e)(z—e )
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Corrigés des problemes

a) La singularité de plus grand module est e“ puisque a > 0; donc A(z) est analytique pour
’Z‘ > Ry = €“.
b) Utilisons pour x,, I’expression de la question |3
1 7"

Yno = ﬂ r (Z*e“)(Z*e—a) dz e (A’e )+Res (A’e_ )

na —na

e e sinh na

+ =
(e® —e %) (e7% —e9) sinha

¢) On peut obtenir directement ce résultat par un développement de A(z) :

a

1 e e
A(z) = 5= - -
2sinha [(z—¢e%) (z—e™ %)
Comme |z| > e > e
1 [ e e
Alz) = - o —
2sinha _z(l — %) (1 — & )]
1 [0 L e\ et N e\
=~ Teuba znZ;(z) ‘z§<z> ]
1 e — e sinh na
Teinha 2 = “Sinha "

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

La transformée en Z est une série de Laurent, d’ou une forte connexion entre transfor-
mation en Z et méthodes du plan complexe. Attention : une transformée en Z c’est une
application + son domaine de définition. La méme application définie sur des domaines
(couronnes d’analyticité) différents conduit a des signaux numériques différents.

Probléme 4.9
ED Calculons ay :

2 T 2 /2 T 4 /2
ap = —/ In(sint)dt = — / In(sin #)dt +/ In(sint)dt p = —/ In(sin #)dt
T Jo ™ 0 /2 T Jo
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7 — t dans la deuxieme intégrale. Effectuons

ol on a fait le changement de variable ¢’
maintenant le changement de variable ¢’ =

/2 /2 1 /2 /2
/ In(sint)dt = / In(cost')dt' = = / In(sin ¢)dt +/ In(cos t)dt
0 0 21 Jo 0

1 77/2 1 1 7T/2
/ In(= sin26)df = —Z1n2 + = / In(sin 21)d1
A 2 4 2/

Ll t
— —tona
2

2

Faisons dans cette derniére intégrale le changement de variable t' = 2t
/2 1 T
/ In(sin 2¢)dt = —/ In(sint")dt’
0 2 Jo

En revenant a I’expression pour ag :

4 L (7
ap = ;{—gln2+z/0 ln(sint)dt}

1
= —In2+ an = ap=—2In2

F) Exprimons le coefficient a,,
2 (7.
a, = — In(sint) cos(2nt)dt
T Jo

On fait une intégration par parties en posant # = In(sin ) et v’ = cos(2nt). On obtient
1 T cost .
a, = —— ——sin2nt dt
mn Jo sint

E) Calculons cette intégrale par le changement de variable z = e’
1 (7 sin2nt 1 ™ sin2nt
smen costdt = — / SH? " costdt
sint
(2 —1)(2+1) 1

a, = —— -
" mn Jo  sint 2mn
1
1 " — & 1\ dz 1
dimn Jo 71 z) z dimn Jc 2—1 72+l

—TT

dz

On a I'identité z** — 1 = (12 — 1) "2+ 2% 4 4+ 22+ 1) il sensuit

@2 L+ 22+ D) (2 +1)

" -DE@+) 1
Z2 —1 Z2n+1 - Z211+1
22 )+
- Z2n+]
1 2 2 2
= Sttt Ao+ 2+ 27
gl gen— zn - Z
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Corrigés des problemes

La seule singularité de cette fonction est un pole d’ordre 2n + 1 en z = 0. Le résidu est le

. I
coefficient du terme en — qui vaut 2. Donc
z

4n 2
/(z DE+D 1
c

21 72+
1 . 1
= a,=——4imT=——
ditn n

Finalement 2n1)
cos(2n
In(|sin¢t|) = —In2 — — , t#k
n(| sint|) n ; " # kar
Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

Le théoreme des résidus permet de calculer simplement une intégrale trigonométrique non
triviale et conduit a un développement en série de Fourier d’une fonction (intégrable) non
bornée.
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DISTRIBUTIONS

RAPPELS DE COURS

Définition 5.1
On note S I’espace vectoriel des fonctions de R — C, a décroissance rapidel. Une distribution
tempérée T est une fonctionnelle linéaire et continue de S — C
T:S — C
o — <T,p>

L’ensemble des distributions tempérées est un espace vectoriel sur C noté S’.

e Distributions réguliéeres

A toute fonction tempérée f (localement sommable et a croissance lente) on associe une distribu-
tion notée [ f] et dite réguliere

[f1: @ —([f], @) =/ f()et)dt

On fera fréquemment un abus d’écriture en notant [ f(¢)] au lieu de [ f] la distribution associée a
la fonction t — f(¢).
e Distributions singuliéres

Ce sont les distributions dans S’ qui ne sont pas régulieres (auxquelles on ne peut pas associer une
fonction). Exemples :

— Dirac 6 : ¢ —< 8,90 >= ¢(0);

1 1 1 —€ o0 [
— Pseudo-fonction —, Pf— : ¢ —<Pf—, ¢ >= lim {/ +/ o( )dt}
t t t e—0 —0o € t

1 1 1 - < o(t 2¢(0
— Pseudo-fonction —, Pf— : ¢ —<Pf—, ¢ >= lim / +/ wdt _ 20O
M 1? e—0 | Jooo Je 12 €

e Egalité de deux distributions
Tl = T2 <~ <Tla¢’> = <T27¢> ng €s.

1. ¢ est a décroissance rapide si ¢ est C* etV (n, p) € N’ on a I ‘lim
t|—oo

t”¢<1’>(t)) —0.
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Chapitre 5 - Distributions

e Multiplication par une fonction tempérée C
gT : ¢ < gT, 9 >=<T,ge >;on écrira souvent g(t)7T ala place de gT.

e Symétrie

A toute distribution 7" on associe la distribution 7_ (I’analogue de la fonction f(—t)) définie par
¢ =< T_,o>=<T,p_ >o0u¢_(t) = ¢(—t); une distribution est paire (impaire) si 7_ = +T.
e Translation d’une distribution

T —-T,:0—-<T,,0>=<T,p_,>0u¢_,(t)=¢(t+a).

e Dérivée

T':¢ < T ¢ >=— < T,¢ >;onmontre par exemple que [u]' = & (voir exercice 5.2 ) :

si f a une discontinuité de premiére espece en #y de saut o, alors f = f. + o u, ou f, est une
. . / !/
fonction continue et [ /1" = [ f!] + 07,8,

— La suite {7, } converge dans S’ siVp € S lim < T,, ¢ > existe. Dans ce cas la limite de la
n—oo
suite {7, } est la distribution T telle que Vo lim < T, ¢ >=<T, ¢ >.
n—oo
— La série Z T, converge dans S’ si Z (T,, ) converge Vo € S. Sa somme T est la distribu-
nez nez

tion de S’ telle que < T, ¢ >= Z (T,, ) Vo € S.
nez

Exemple : le peigne de Dirac de période T : 111y = Z Orr.

k=—o00

e Transformée de Fourier F(T)
(FA{T},9) =< T,F{¢} > (onrappelle que si ¢ € S alors F {¢} € S; voir exercice 2.3).

T F(T) T JF(T)
1
0 [1] 117 ?H_[%
: : 1 1 1
—2imva _ —2imva - -
P e [1] = [e ] [u] 50+ 5~ Pf
. . . 1 1
s™ Qimp)" [1] = [Qi7v)"] [sign] —Pf—
iT v
1 1
" ™ Pf— —imr[si
("] C2imy ; ir[sign]
. —1 1
[eXp(Zl 7TV()t)] 61,0 [|t ’] ﬁpfyz
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Chapitre 5 - Distributions

ou [1] est la distribution associée a la fonction constante t — 1. On note II1 le peigne de Dirac de
période T = 1.

ENONCES DES EXERCICES

5.1 Distributions tempérées

ED Les applications suivantes sont-elles des fonctionnelles linéaires de S — C (on ne vérifiera
pas la continuité) ? Le cas échéant, préciser de quelle distribution il s’agit.

a)¢—><T,q§>:/ S(0)dt b)¢—><T,¢>:/ (1)) dt

¢ — (T, ¢)=> ¢”0) d¢—(T,¢)=> ¢n
n=0 n=0
F) Montrer que [ f]_ = [f,] et[f1, = [fal
E) Montrer que
a) (6,,¢) = ¢(a) b) <Pf%> = Pft _1 p ¢) 6 est paire ; Pf; est impaire

) Multiplication par une fonction
a) calculer 1)té 2) tPf% 3) tPftl2
b) Montrer que pour f tempérée C* : [f] = f[1].
¢) Soit g une fonction tempérée C°° ayant des zéros simples en {#;}, k € [1,n]; montrer que

la distribution
n
T = Z akatk
k=1

ou les «; sont des constantes arbitraires, est solution de 1’équation g7 = 0;
Application : trouver T dans S’ telle que sin(7r£)T = 0.

E) Série : montrer que la série qui définit le peigne de Dirac est convergente dans S’.

5.2 Dérivées

ED Dérivées de 6
a) Montrer que 8"’ = 0 pour n > p.

b) Calculer t"8™.
F) Montrer que [ul;, = b4,
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Enoncés des exercices

E) Dérivée de fonctions discontinues
a) Montrer que si f, fonction tempérée, a une discontinuité de leére espece en fy de saut o,
alors on peut définir f, continue telle que f = f. + o, uy,.

b) En déduire [ f]" = [f!] + 04,84
) Calculer la dérivée des distributions suivantes
. 1
Al bsignl o lnl)  d)PF

5.3 Convolution

Le produit de convolution de deux distributions ne peut étre défini que sous certaines conditions
sur le support des distributions intervenant dans le produit. En revanche on peut toujours définir la
régularisée d’une distribution :

pe8S, TeS —>Txp=<T,p,_ >

ol ¢, _(x) = ¢(y —x). Le résultat est donc une fonction de y que I’on interprete comme le produit
de convolution d’une distribution avec une fonction. Pour une distribution donnée on peut étendre
les conditions d’application a toute fonction (pas nécessairement dans S) telle que le membre de
droite ait un sens.

ED Calculer 6™ x ¢ puis 8, * ¢.
F) Montrer que

¢(y’)/ dy'

1
Pf—*qszPP/
X y—y

ou PP désigne la partie principale de Cauchy.

5.4 Transformée de Fourier

ED Etablir que les propriétés suivantes de la transformation de Fourier des fonctions se généra-
lisent aux distributions tempérées :
a) F{e"™ f(O} = F{F O},
b) F{f (t — 1)} = e ™ F { f(1)}
o F{f'O} = 2imvF{f®)}
1 /
d) F{tf)} = —5—F{f (O}

) Etablir que F {[1]} = & et en déduire a I'aide des résultats de la question précédente les
transformées de Fourier F {[¢]}, F { [e2””’0’] ).

5.5 Transformée de Fourier
. ) I e .
ED Déterminer la transformée de Fourier 7' de la distribution tempérée Pf 2

1 1 : 0] ) $(0)

e—0 oo € €
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Chapitre 5 - Distributions

1 1’
en utilisant I’identité Pft_2 =— <Pf?> .

F) Déterminer la transformée de Fourier au sens des distributions de la fonction t — ru(t).
ENONCES DES PROBLEMES

Probleme 5.1 Transformée de Fourier de I’échelon de Heaviside

La fonction t — u(¢) n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonctions. En revanche
on peut définir la transformée de Fourier de la distribution réguliere [u] associée a cette fonction.
On note U = F{[u]} sa transformée de Fourier. L’objectif de ce probleme est de déterminer U.
. . L 1 1
ED On prend la transformée de Fourier de I’équation [u]" = &. En déduire que U = 2,—Pf? +ad
. i
ol a est une constante arbitraire.
2

B Déterminer cette constante en évaluant U sur la fonction test ¢o(r) = e~ "' de deux fagons

différentes.

E) Application : retrouver la transformée de Fourier de la fonction « porte » I1; (chapitre 2).

Probléme 5.2 Convolution et transformée de Fourier - Relations de
Kramers-Kronig

Voir au préalable I’exercice 5.3.

ED Si T est une distribution réguli¢re associée a une fonction tempérée f intégrable (ou de carré
intégrable), T = [ f], montrer que 7 *x ¢ = f * ¢.
Dans ce cas on conclut que F{T x o} = F{f * o} = F ({f}) F{e}.

On généralise ce résultat au cas ol la distribution T est singuliere mais possede une transformée
de Fourier qui est réguliere : IF tempérée telle que F(T) = [F]. Alors F (T * ¢) = F.¢ ou
b = F (o).

Inversement si f est tempérée mais n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonc-
tions, et ¢ € S alors F (f.¢) = F([f]) * F (¢).

F) Application : Relation de Kramers-Kronig. Soit ¢ une fonction causale admettant une transfor-
mée de Fourier ¢ ; la causalité se traduit par ’identité ¢ = ¢.u ou u est I’échelon de Heaviside.
a) En prenant la transformée de Fourier de cette équation au sens de [} établir que

D)

/

o(v) = ,LPP dv'

imT o VY

b) Etablir les relations de Kramers-Kronig entre la partie réelle A(v) et la partie imaginaire

B(v) de ¢(v).
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Enoncés des problémes

Probleme 5.3 Transformée de Fourier du peigne de Dirac : I11= Z én
nez

On désigne par {e, } la suite de fonctions de R dans C
i e,y(1) = e 2™ neZ

et par [e,] la distribution tempérée associée a la fonction e,,.
ED Montrer que la série Z[en] est convergente dans S’.
neL
F) On désigne sa somme par 7.
a) Montrerquee; 7T =T.
b) Montrer que 77 = T, ou T} désigne la distribution 7 décalée de 1.

¢) Déduire de ces résultats que T = a Z 0, ou 8, est la distribution de Dirac décalée de n et

nez
a une constante arbitraire.

T

d) En calculant de deux facons différentes le nombre < T', ¢y > avec ¢o(t) = e~ ’2, montrer

quea = 1.

E) Déduire des questions précédentes quelle est la transformée de Fourier du peigne de Dirac :

HJ:ZB,,.

nez

Probleme 5.4 Spectre d’une fonction périodique
ED Soit f une fonction continue, périodique de période 7 = 1 représentée par sa série de Fourier
f(t) = Z CneZiwnt
ne”Z
On désigne par [e,] (n € Z) la distribution réguliere associée a la fonction e, () = et
[ /] la distribution réguliere associée a la fonction f.

Montrer que
[f1=> calenl

nez

et par

F) La fonction f n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonctions mais on peut
définir la transformée de Fourier de la distributions [ f].
Montrer que

FAS =) cuby

nez

E) On va retrouver ce résultat par une autre voie et en méme temps vérifier qu’on peut utiliser
le théoreme de la transformée de Fourier d’un produit de convolution d’une distribution avec
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une fonction méme si la transformée de Fourier de la distribution est une distribution singuliére
(voir probleme 5.2).
a) Soit ¢ une fonction de support [0, 1], continue sur ]0, 1[, qui satisfait ¢» (0) = ¢ (1) et telle
que
$(t) = f@)pourt € 0,1]
= 0 sinon
Montrer que

f=1x¢

b) A I’aide du résultat de [ vérifier que :
FAL D = F{} F{¢}

Probleme 5.5 Transformée de Fourier du peigne de Dirac de période 7 :

H]T::EE:ﬁnT

nez

ED Développer en série de Fourier complexe la fonction g(r) périodique de période T, définie

pour ¢ € [0, T] par:
2

T
gt) = —t* +1T — —

6
F) On désigne par [e,] (n € Z) la distribution réguliére associée a la fonction a valeurs com-

plexes :

ey 1 en(t) = e "

2
ol w = Tﬂ- et par [g] la distribution associée a g. Le résultat de [[J) du probleme 5.4 permet

[g]="culen]

neZ

d’écrire

(ot les ¢, sont les coefficients trouvés en D).
Montrer que les séries

D (inw)cyle] et ) (—inw)e, [e
nez nez

sont convergentes dans S et que leur somme est [g]’ et [g]” respectivement (on utilisera la
définition de la dérivation dans S”).

E) En calculant directement [g]’ puis [g]” montrer que

> le] =Ty

nez

ou Iy = Z 0,1 désigne le peigne de Dirac de période T'.
nez
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Du mal a démarrer ?

) Déduire des questions précédentes quelle est la transformée de Fourier du peigne de Dirac
III, de période 7.

Probleme 5.6 Transformée de Fourier du logarithme

La fonction # — In |7| n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonctions. En revanche,
on peut définir la transformée de Fourier de la distribution réguliere associée a cette fonction. On
désigne par T = [In [t|] cette distribution et par T = F{T'} sa transformée de Fourier. L’ objectif
de ce probleme est de déterminer 7.

On désigne par Pf m la distribution tempérée définie par

pesS— <Pfi,¢> = lim { W, [T @dr +2¢(O)lne}

7] =0 (Jooo 1] e

lt]
1
b) Montrer que tme = [sign] ot [sign] désigne la distribution associée a la fonction signe(t).

1
ED a) Calculer <Pf—, q’>0> avec ¢o(t) = e

. . 1 . P =
) En prenant la transformée de Fourier de I’équation 7" :Pf? (exercice 5.2), établir que T est
de la forme : -
T =—-Pf— +ad
2 |yl
ol a est une constante arbitraire.

. ’ f . — 2
B Déterminer cette constante en évaluant T sur la fonction test ¢o(t) = e~ ™" .

DU MAL A DEMARRER ?

5.1 D Vérifier Ia linéarité de 1’application et vérifier qu’elle est définie V¢ € S.
B) et E) Utiliser les définitions.
) c) Montrer au préalable que g6 = g (0) 8.

5.2 Utiliser les définitions.

) c) Utiliser le fait qu’une intégrale convergente au sens standard converge aussi en partie
principale.

5.3 Appliquer les définitions.

5.4 La aussi il faut enchainer les définitions des distributions et les propriétés de la transformation
de Fourier des fonctions.

131



Chapitre 5 - Distributions

1 1 1
5.5 Pour [[) on peut aussi utiliser tPft_Z :Pf; ; pour [, utiliser F {tT} = <—2—) [f{T}]/.
i

Probléme 5.1
Dans [[D penser que 7 = § est solution de 7 = 0.

E) Calculer la transformée de Fourier de la distribution réguliére associée a la fonction « porte »
exprimée en termes de la distribution de Heaviside.

Probléme 5.2
Utiliser les définitions de ’exercice 5.3

Probléme 5.3
La suite Z T,, converge dans S’ ssi la suite numérique Z (T,, @) converge V¢b.

n n

Utiliser le résultat de I’exercice 5.1 [E) c).

Probléme 5.4
D Attention 2 la permutation série-intégrale.

Probléme 5.5
Méme indication que dans le probléme 5.3 pour la convergence des séries. Etre attentif au coeffi-
cient d’indice 0 dans les séries manipulées.

Probléme 5.6
D On peut utiliser les résultats de 1’exercice 1.10 3. Pour [, 1a encore penser que T = & est
solution de 1T = 0.

Corriges des exercices

5.1 [ID Quelles sont les fonctionnelles linéaires ?
a) Oui : une fonction C> a décroissance rapide est intégrable donc 1’application est définie
V¢ € S; par ailleurs I'intégrale est une application linéaire par rapport a I’intégrant; on
reconnait la distribution 7 = [1].

b) Non : I’application n’est pas linéaire.

¢) Non; I’application n’est pas définie V¢p € S. On peut trouver des fonctions de S telles que
lim ¢ (0) ne tende pas vers zéro (condition nécéssaire de convergence de la série) exemple
n—oo

(1) =e".

d) Oui car ¢ est a décroissance rapide donc la série converge V¢p € S ; I’application est linéaire
o0

et on identifie T = Z 8, puisque ¢(n) = (8,, ¢) (voir question suivante).
n=0
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Corrigés des exercices

F) En appliquant les définitions

([f1-,¢) = (f1.¢-)=

([fl,¢) = ([f].¢-a)

E) On applique les définitions

/ f(=ndr = f=hehat = ([f-].¢)

= / fOd +aydr = / U = ay(hde’ = (1f], )

a) Appliquons successivement la définition de la translation puis celle de 6 :

(6a: ) =

(8,¢-a) = ¢—a(0) = ¢t +a)|i=0 = ¢(a)

b) Méme chose mais avec la pseudo-fonction :

(1), 2)

<Pf%,¢_a> = PP/oo —d"t“(t)dt = PP/OO d)(t:a)dt

PP il )dt = <Pfﬁ,¢>

ol —a

¢) Dans les deux cas on enchaine la définition de la symétrie puis celle des distributions mises

) On applique la définition :

a)

en jeu :

D

2)

3)

(8,h_) =_(0) = p(0) = (8,¢) = 5_ =6
1 oo

(o) =rr [ S Oarr [
()

18:  (18,4) = (8,1) = 1¢()|;= =0
=1t6=0
tPfl: <tPfl,¢> :lim/ md _/ o(t)dt = ([1], &)
t tl lt|>e
= tPf; = [1]
1 1 o o) o t¢(t)|t 0 ¢(t)
tPf[_z . <tPft—2,¢> = hm{/|;|>e tz } e

1
= tPf = Pf-
t t
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b) On enchaine définition d’une distribution réguliére et définition de la multiplication d’une
distribution par une fonction :

/ Fb()dr = / 1% f(Od()dr

= (11, f¢) =(f11],9)

¢) Ona: g8y : (884 ) = (8a,80) = g (@) ¢ (a) = (g (a) 64, $) = 864 = g (a) O
Par conséquent si g a un zéro en #;

(Lf1.¢)

80, =g(t)o, =0

gy by, = a;gd, =) agt)d, =0
k k k

On en conclut que 7 = Z a0, est bien solution de g7 = 0.

et donc

k
Si g(t) = sin(wt) = t = k € Z; on en déduit que la solution de sin(7t)T = 0 est
T = Z ak5k.
kEZ
B) Le peigne de Dirac est défini par I1I = Z 0,,. Pour montrer que cette série converge mon-

neZ
trons que V¢ la série de terme général (5, ¢) converge : (6,,¢) = ¢(n). Comme ¢ est a

décroissance rapide on a :

1
N |n>N=|¢p(n)| < — aveca > 1
na

En utilisant le critere de comparaison avec la série de Riemann on en déduit que la série
converge.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La plupart des démonstrations résultent d’un enchainement simple des propriétés adéquates.
Dans [E) ¢) la solution obtenue est la plus générale si les zéros de g sont des zéros simples.
Si g a un zéro double en #; alors ;. §,, est solution de g7° = 0 mais aussi ,8k5;k (voir exercice
suivant). On généralise au cas ol le zéro de g est d’ordre n.

5.2 [P Dérivées de &
a) Calculons <t"5(”),g{>> = <8(p),t"¢> = (—=D? <57 (tn¢)(p)> (—D? (”d’)(p)

lise la formule de Leibniz (voir chapitre 1)

On uti-

p

k n! _ _
ld) (p) ZCfZ ()¢(p k) _ ch 7 kd)(p k)

p _
P (n— k)

Comme n > p I’exposantn — k > n — p > 0; chaque terme de la somme comptera une
puissance positive de ¢ qui s’annulera pour ¢ = 0. Finalement 1" 8" = 0
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Corrigés des exercices

b) Utilisons le résultat de la question précédente en faisant p = n. Il vient

("6, ¢) = (~1)" (1"¢)"

t=0

Dans I’application de la formule de Leibniz pour le calcul de la dérivée n'®™ ent = 0 il
reste le terme constant (k = n) ce qui conduit au résultat

(16", ¢) = (—1)"nlp (0) = "8 = (—1)"n! §

F) Enchainons les définitions d’une distribution réguliére et de la dérivée

[ee]

([ulfy @) = (ul',d—r) =—(lul,d",) = —/ u(t)p' (1 +10) dt

= [ e =sa = (6,.9)
0
= [M];O — 6;0
E) Dérivée de fonctions discontinues

a) Si f a une discontinuité de premiére espece en fo on a f (17) = f (1;) + o, o 7, est le
saut a la discontinuité. Donc la fonction f, définie par

fe@®) = f@)pourt <ty
f(@) — oy pourt =ty

est continue en ¢ : f. (tg ) = f (to_ ) Cette équation de définition de f, peut étre réécrite en
utilisant la fonction de Heaviside

fc(t) = f(t) - O-t()u(t - tO)

= f = fc+o,uy
b) On associe a chaque fonction (tempérée) de I’équation ci-dessus sa distribution réguliere
[f1=1[f]+0y [uto]
et on dérive (au sens des distributions). La fonction f, étant continue on a [ f,.]' = [ fc.'] qui

s’exprime en disant « la dérivée de la distribution réguliére associée a la fonction f, = la
distribution réguliere associée a f; ». Par ailleurs [u]; = &;,. Finalement

[f], = [fc,] +0-t08t0

) On calcule la dérivée des distributions suivantes :
a) |¢| est continue ; donc [\t!]’ = [|t|'] = [sign]

135



Chapitre 5 - Distributions

b) La fonction sign(t) = —1 +2u(t) aun sautde +2 ent = 0 : [sign]’ = 0 + 28
¢) Utilisons les définitions de la distribution logarithme et de la dérivée :
(o.0]
el s & — @ olY ¢) = — (lellg) = — [ mmie]

= —lim In |¢] ¢ (t)dt
[t|>€

Cette derniere égalité vient du fait qu’une intégrale convergente au sens standard a méme
valeur que son intégrale en partie principale (voir chapitre 1).

(nlelY @) = Il $0)|=5, — Infe| (0] +lim @dt:<pf:,¢>

[t|>€

= [Inft]] = Pf%

d) Méme méthode pour la pseudo-fonction

1\’ n N\ ¢'(1)
<<pf;> ,¢> _<(pf;),¢>__hm B

_ _hm{@ L 2O _ wd}
t —o0 ! € [t|>€ t

_ _um{zw_ wd}
€ [t]>e !

1 1\’ 1

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Dans les questions [P et [E) apparaissent les premiéres justifications rigoureuses des résul-
tats obtenus dans le cadre de la théorie « phénoménologique » des distributions utilisée aux
chapitres 1 et 2.

5.3 [D Appliquons la définition
8" xgpry — (8", ¢, ) = (—=1)'¢{” (0)

On va expliciter la dérivée de la fonction dans le membre de droite

dil
" (0) = oy —x)| = (=D"$" (y)

dx" =0
= 8§ 4 ¢ = ¢(n)
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Corrigés des exercices

De la méme fagon
Oa*xp:y— <5aa¢y—> = ¢y—(a)

Explicitons la fonction du membre de droite

¢y— (@) = oy — x)|x:a =@y —a) = ¢, (y)
= 04 % d) = d)a

F) Appliquons maintenant i la pseudo-fonction

Pfl*qs = <Pf1,¢y_> :PP/de
X X X

oY)

= PP ,
Y=y

dy'

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La convolution de deux distributions est un probleme compliqué ; la « régularisation » en est
une version simplifiée mais qui permet d’obtenir ici des résultats utiles. Notons que 1’appli-
o0 /

d(x")

!/
o X —X

cation qui associe a une fonction ¢ I'intégrale — P P dx' est appelée transformée
o

de Hilbert de ¢ et notée H {¢}.

5.4 [[) On va établir que les propriétés de la transformation de Fourier des fonctions restent
valables pour les distributions tempérées; pour cela nous allons abandonner les notations
t «—— v au profit de notations « neutres » x <« y; par ailleurs dans tout 1’exercice nous
noterons ¢ = F {¢}.

a) I sagit de relier la transformée de Fourier de la distribution T 2 celle de ¢*™°*T. Mettons
en ceuvre les définitions relatives aux distributions

<f-{€2i7ryoxT} 7¢> — <62i77y°xT,f{gD}> —_ <62i7ry0xT7¢> — <T,62i7ry”x(f)>

Utilisons la propriété de la transformée de Fourier des fonctions (voir table dans le chapitre 2)
F{o—y (0} =" (x) ot oy, (¥) = ¢ (v + yo)- On en déduit

(T, ™94y = (T, Flen}) = (F{T} e ) = (F{T}, . ¢)
= F{ezmyoxT} Z}_{T}yo

b) 1l s’agit de relier la transformée de Fourier de la distribution 7" a celle de sa « décalée » T,,.
On enchaine les définitions

<f{Ta}7§D> = <Ta7f{§0}> = <T7¢fa>
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ot ¢_4(y) = ¢(y + a). On utilise maintenant la propriété€ de la transformée de Fourier des
fonctions ¢(y +a) = F {e—2max¢}

<]_~{Ta} ’ go} — <T’]_-{e—2i7mx¢}> — <]_-{T}’e—2i7mx¢> —_ <e—2ivaxf{T}7¢>
= F{T,} = e ™ F{T}

¢) Méme méthode

(FAT'} o) =(T', ) = = (T, ')
Utilisons la propriété : F {tf ()} = —ﬁ}"{f(t)}' = —¢' = F{2imxe(x)};il vient

(FAT'},9) = (T, F{2imxe}) =(F{T},2imxep) = 2imxF{T},¢)
= FA{T'} =2iwxF{T}

d) Encore la méme méthode

(F{xT}, @) = (xT,¢) = (T, x¢)

Utilisons la propriété F {f' (1)} = 2imvF {f(1)} = xp (x) = ]:{go (¥)} ; on déduit

(FxT}, @) = < L Fle }> S (FAT) ¢ = = (F (T )

= F{xT}= _E}-{T}/

P) Etablir que F {[1]} =

(F{[11},¢) = <[1],¢>>=/ ¢(x>dx=/ e b (x) dx
= (8,¢)= F{lll} =0

= ¢(0)
y=0

On en déduit (en utilisant le résultat de 1’exercice 5.1 B b))

1 p 1,
FAlt1} f{t[l]}:fﬁ}‘{[l]} :fﬁ5

f{ [621'771/0[]} — f{e%ﬂ'vot [1]} — F{[l]}yo _ 51/0

Ce qu’il faut retenir de cet exercice
Les distributions tempérées sont concues pour permettre de définir la transformation de Fou-
rier et de généraliser son application au-dela des fonctions intégrables ou de carré intégrable.

C’est ce que montre le résultat de [£).
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Corrigés des probléemes

5.5 [P On prend la transformée de Fourier de 1’équation

!/
pftlz - (Pf:) o T = 2imw {~iw [sign]} = —2a" [|v]]

ol on a utilisé » [sign| = [|v|] (voir exercice 5.1).
B La distribution associée a la fonction + — tu(t) est T = [tu] = t [u]. En utilisant la propriété
1
F{tT} = — P [F{T}] et 1a table on en déduit la transformée de Fourier recherchée
i
1 1 1 1 1 1 1 1
FiTy = ——[FW)]) = ——4 =8 — —Pf— t = ———8 — —Pf—
{1} = =g Pl === {2 2im ﬂ} 4in’  Am? P

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

On peut tres facilement élargir la table des transformées de Fourier des distributions par une
utilisation pertinente de diverses propriétés, a I’'image de ce que nous avons vu au chapitre 2.

Corrigés des problemes

Probléme 5.1
D On prend la transformée de Fourier de I’équation [u] = &

QRimr)U = [1]

1 1 1
On a montré dans I’exercice 5.1 que tPf— = [1]. Donc U = ——Pf— est solution de I’équation
T,V
ci-dessus. Par ailleurs, puisque ¥6 = 0, on obtient la solution générale

U= ,LPfl +ad
iTm v

ol a est une constante arbitraire.
F) Rappelons ¢o(t) = e L do(v) = e ™
(Flul,¢) = ([ul,F (¢)

2

1 1 2 1 — TV s
<f[u]7¢0> = <—Pf_ +a5,e‘”” > —/ ¢ dv +a <6’e—77'1/ > —q
lv|>e

im v 2i v

ol la premiere intégrale est nulle par (im)parité. D’autre part

([ul, F (¢0)) :/ u(V)e_m’de :/ e~ ™ dy = L/ e dx = 1
0 0 2

—00
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1
On en déduit a = 3 et
1 1 1
Flu] = —Pf—+ =6
Lu] 20 v 2
E) La fonction porte peut s’exprimer : II7(t) = u (t + T/2) — u (t — T /2). On écrit la méme
identité entre les distributions associées a ces fonctions

(7] = [ul_7 /2 — [ulr )

On prend la transformée de Fourier de cette équation ; en utilisant la propriété de la transforma-
tion d’une distribution décalée (voir exercice 5.4) on obtient

f{[HT]} _ (eim/T _ efmvT) FA{lul} = 2isin(7wvT) [ﬁPf% + %5}

1 1
= —sin(wvT)Pf—
T v

puisque sin (72T 8 = 0. Evaluons cette derniére distribution

1 <Sin(va)Pfl,¢> _ ! <Pfl,sin(7TvT)¢>> _ lpp/Oo sin(mT) @) ,
o vV v T

T o v

= T ([sinc(vT)],®)

On en déduit que
.7:{[1_[7]} =T [sinc (¢»T)]

Comme les fonctions associées a ces distributions sont dans £* on retrouve la méme égalité
entre les fonctions

F{lly} =T sinc (vT)

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

La fonction de Heaviside est fondamentale notamment en traitement du signal. Ce n’est
que dans le cadre de la théorie des distributions que 1’on peut donner rigoureusement un
sens a sa transformée de Fourier, comme on peut le vérifier par la présence d’un 0 dans
cette transformée.

Probléme 5.2
ED Si T est une distribution réguliére associée i une fonction tempérée f,

Tog = (T.by)=(f].d) = /_ FOS(y — x)dy

= fx*xo¢
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Corrigés des problemes

F) Application : Relation de Kramers-Kronig.
a) On prend la transformée de Fourier de I’identité ¢ = ¢.u qui traduit la causalité de ¢

¢ = ou—Flot=F{out=¢=¢xF{u}

1 1 1 1 1 1
¢ = ¢x|=—Pf—+-8| = —¢d+xPf—+=-¢ (puisque ¢ xS = ¢)
2im v 2 2im v 2
1 1 1 e !
= ¢=—¢xPf— = p(v)= —PP d’(”),d;/
i v i oV

b) Les relations de Kramers-Kronig s’obtiennent & partir de cette derniere équation en expri-
mant ¢ en termes de parties réelle et imaginaire et en identifiant :

p(v) = A(v)+iB(y):,lpp/O° Mdv’
i vV—v

Aw) = ;PP/OO B@D 4y

/

— 00

o VY
1 AW

Bw) = ——PP/ @) gy
T e V=V

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

L’intérét du calcul au sens des distributions apparait dans ce probleme ou les relations
de Kramers-Kronig sont obtenues treés simplement. Nous verrons dans le chapitre suivant
une méthode un peu plus longue en utilisant 1’intégration dans le plan complexe. Notons
que les intégrales qui apparaissent dans ces relations sont les transformées de Hilbert des
fonctions B et A (voir commentaire du corrigé de I’exercice 5.3) ; les relations de Kramers-
Kronig peuvent donc s’exprimer en disant que la fonction A est la transformée de Hilbert
de B et B la transformée de Hilbert de —A.

Probléeme 5.3
Les fonctions e, de R dans C sont définies par

t— en(t) = e 2™ nez

et [e,] est la distribution tempérée associée a la fonction e,,.
ED Appliquons la définition de la convergence d’une série dans S’ : calculons ([e,], ¢)

(len], @) = / e HT p(t)dt = (n)

ouy = F(¢p);onsaitquesi p € S = € S donc (n) est a décroissance rapide pour n

grand et la série Z (n) converge (voir exercice 5.1 B). Donc la série de terme général [e,,]

neZ
/
est convergente dans S'.
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F) On désigne par T = Z[en] ; par définition (T, ¢) = Z ([en], P) .

nez nez
a) On calcule ¢; T

T ¢) = (Tad) =3 / e~ o= (1)

nez

= Z ([ens1], &) = Z (lew], ) = (T, ¢)

nez n'€7Z

On en déduit bien ey T = T.
b) Soit T} désigne la distribution 7" décalée de 1.

(1.6) = =S [ e =Y [ e g

nez"” nezZ ">

_ Z/ —217rnt d)(t )dl <T d))

nez
ce qui entraine 7} = T c’est-a-dire que la distribution 7 est périodique de période 1.

¢) En utilisant le résultat de I’exercice 5.1 on déduit de la relation établie  la question [ a) :

T =T & (- DT =0=T=) a8,

n

ot les #; sont les zéros de la fonctione; — 1 = ¢ 2™ —1 =0 =1, =n € Z.De la
condition établie 2 la question [FJ b) on tire :

T = T = Zan(Sn = Zan5n+1 = a, = a4 Vn
n n

a, = aVn:>T:a28,,
neZ

d) Ce résultat permet d’exprimer (T, ¢o) de deux fagons différentes :

T =Y led = (T =3 el b =% [ e F e Tar =Y e

nez nez nez nez
2 2
ou on a utilisé F {e*m } =e ™.
2
T=aY 8,= (T.go)=a) (Subo)=a) don)=a) e ™
neZ neZ neZr neZ

On en déduit
Sa=1=T=) [e,] =TI
nez
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Corrigés des problemes

E) Ecrivons la transformée de Fourier du peigne de Dirac :
FAII} =Y F{8,} = leal
ner neZ

En injectant le résultat de la question précédente on a
F{Il} =11

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Premiere démonstration de ce résultat trés utile en traitement numérique du signal qui
établit que le peigne de Dirac est invariant par transformation de Fourier.

Probléeme 5.4
ED Calculons

([f1,¢) = /_ N fOd)dt = / N {che“’”} G(1)dt

—° \nez

La fonction f est continue, périodique de période 1, donc sa série de Fourier converge unifor-
mément sur R. Si on permute I’intégrale sur ¢ et la somme sur n on obtient

ch /Oo 62i7rnt¢(t) dt

nez

o
avec ™ p(t)dt =  (2mn) ot p = F {¢p} est a décroissance rapide. Donc cette série

est convergente.
([£1,8) =2 c / M p()dt = ey ([en] , ) = <ch [en] ,¢>
nez > ne’ nez

oll, dans la derniere égalité, on a utilisé la définition d’une série dans S ’.On a donc

[f1=culen]

nez

F) On prend maintenant la transformée de Fourier de cette identité

FAS =D eF{led} =) cuds

nez nez

B Soit ¢ une fonction de support [0, 1], continue sur |0, 1[, qui satisfait ¢ (0) = ¢ (1) et qui
coincide avec f sur cet intervalle.
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a) La fonction
M ¢ =Y ¢t —n)
nez
est en fait la répétition périodique de période 1 du motif ¢ défini sur I'intervalle [0, 1]; il
s’agit bien de la fonction f.

b) La fonction f n’admet pas de transformée de Fourier. Cependant, si on prend la transformée
de Fourier du produit de convolution qui la définit et qu’on applique la régle de factorisation,
on obtient un résultat qui est une distribution. On va chercher a I’identifier a la transformée
de Fourier de la distribution [ f] :

F{}F{p} =TTy =D 43,

nez

ol on a utilisé F {111} = III. Dans cette équation ¢ est la transformée de Fourier de ¢ et

o0

1
Y(n) = F{dpn)}|, = / e I p(t)dt == /O e 2 (t)dt

—00

Mais sur I'intervalle [0, 1] ¢ coincide avec f donc ¢(n) =c,. On retrouve le résultat de la
premiere question ce qui permet de conclure

f=IIx¢ = F{II« ¢} n’existe pas mais :
Fm}F{¢r = F{/

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

Ce probleme montre que le spectre d’une fonction périodique est une superposition de
distributions de Dirac pondérées par les coefficient de Fourier de la fonction. Ce résultat
est largement utilisé en traitement du signal. 3 met en évidence la difficulté d’utilisation
de la regle de factorisation du produit de convolution par la transformation de Fourier :
T * ¢ est une fonction, donc F {T * ¢} aussi (si elle existe) mais F {T} F {¢} est une
distribution.

Probléme 5.5
ED Le coefficient de Fourier complexe de la fonction g(¢) est donné par

1 /7 T2 .
Cp = —/ <t2 +1T — —) e~ gt
T Jo 6

29 . ) . .
avec w = T En intégrant deux fois par parties on obtient

2
cn:—m n#0 ; pourn = 0ontrouve cg =0
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Corrigés des problemes

F) Les séries

9
doinole, e =Y —lel=G e Y (—inw)’e le]=2 lel =G

n€e”Z nez* nez nez*
/. 1% N L. Z..
sont convergentes dans S’ ; démontrons-le pour la premiere : il suffit de montrer que la série

. L 2i
numérique de terme général <— [e.], ¢ ) est convergente V.
nw

2 .
<[en] <75> n;/ e " (t)dt = —w (ng>

ou iy = F{¢}. Suivons le méme raisonnement que dans le probleme précédent : puisque ¢ est

o (137)

a décroissance rapide, il en est de méme de sa transformée de Fourier ; donc

décroit rapidement avec n ce qui assure la convergence de la série.
Montrons que G| = [g]’

(g1,9) = —(Igh o) =) nz% =) == / e/ (dr

nezZ* n€wr
_ Z 2 { —1nwt¢(t)‘ rinw /OO e_inwt¢(t)dt} — Z 3 <[€ ] ¢>
nzwz N no nliy
o neL*

= (G, ¢)

On a de méme

(81.9) = (GL#)=—(GLd) ==Y el ¢)=-Y - / e~ g/ (1)dt

nez+ " nez "
2i .
= - Z ! {lnw/ _’”“”qﬁ(t)dt}
new
nez*
= 2 (le]: @) = (G2, )
nez*

E) La fonction g est continue, donc [g]’ = [g'] ol
g'(t)= -2t +T pourt € 0, T| et de période T

(voir figure 5.1).

Cette fonction a des discontinuités de premicre
espece de saut 27 pour t = kT ou k € Z. Pour
calculer [¢]” on utilise [f] = [f!] + 04,8, ob

[ fc'] qui est ici la dérivée de g’ au sens des fonc-

tions vaut —2

[g]" =g = —2+2T Z Skr = —2+ 2Ty Figure 5.1
keZ
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Chapitre 5 - Distributions

Par ailleurs

(8" =G2 =2 e =2 [es] =2

nez* nez

On en déduit
> le] = TIII;

nez
) Ecrivons la transformée de Fourier du peigne de Dirac :

FL) =Y F@u) =) le ™

neZ neL

. 27
On reconnait dans la somme la fonction e, (¢) dans laquelle ® = T a été remplacé par 277

. 1 .
c’est-a-dire T a été remplacé par —. Compte tenu du résultat des questions précédentes on en
T

déduit
Z[efzimm] — ;]I[I;
nez
et donc !
FdII,) = ;LH%

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Autre méthode pour obtenir la transformée de Fourier du peigne de Dirac, de période 7
cette fois-ci, qui repose sur la dérivation d’une série de Fourier au sens des distributions.
Bien sir, en faisant 7 = 1 on retrouve le résultat du probleme 5.3.

Probléme 5.6
ED On désigne par T = [In |¢|] la distribution associée 2 la fonction logarithme et par 7 = F{T'}
sa transformée de Fourier.

, 1
a) Evaluons <Pf|7, ¢0>

1 —€ e—mz 00 e—mz
<Pf—7 q’)o> = lim / dt + / ——dt+2Ine
/1] 0 | /o ] e

oo ,—mt’
= lim {2/ dt+21ne}
e—0 ¢ t
On integre par parties

oo —mt?
e 2
/ dt = Inte ™
€ t

fo's) o
+27T/ e~ ™ tIntdt = —Ine+27],
€ €
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Corrigés des problemes

L’intégrale I, correspond a celle calculée dans 1’exercice 1.10 avec a = 7r et vaut

e i 1
I = tIn(t)e dt = —
0 4

— [y +In(7)]
T

On en déduit

<Pf’71|,¢0> = 47TI] = —Y — 1H(7T)

) 1
b) Evaluons tme :

<tPf‘t1|,¢> = lim{ N t¢(t)dt+ Oot‘ﬁ(t)dz+2t¢(t)]t:01ne}

€—0 —00 |t‘ € |t|

= / b sign(t)p(1)dr = ([sign] , ¢) = tPf% = [sign]

oo 7]

1
F) On prend la transformée de Fourier de I’équation 7’ =Pf " :
~ ~ 1
2imvT = —im [sign] = »T = ) [sign]
= 1.1
= T=--Pf—+as
2y

ou on a utilisé le résultat de D (b) et v est une constante arbitraire.
E) Pour déterminer « on utilise (F {T},¢) = (T, F {¢}) ce qui nous donne deux fagons de

calculer le méme nombre. Par ailleurs F {¢¢} = ¢o.

1

~ 1 1
<T,¢o> = <—§me+a5,¢o>:—5[—y—ln(77)]+a

(T,F{do}) = / In |t|e_7”2dt =2y = —% [y +In(47)]

—00

ol on a exploité le résultat de 1’exercice 1.10
o 1
Iy = / In \t|e_’”2dt =-2 [y + In(47)]
0
On obtient finalement « = —y — In(27) et donc

1.1
F{[n|t]]} = _Epfm — [y +In2m)] &

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

A I'instar de la fonction échelon, la théorie des distributions permet de définir la transfor-
mée de Fourier de fonctions comme le logarithme, pour lesquelles I’intégrale de Fourier
n’a pas de sens.

147



FILTRES ET CAUSALITE

Les probléemes de ce chapitre s’appuient sur les résultats de la transformée de Fourier (chapitre 2),
de la transformée de Laplace (chapitre 3), de I’intégration complexe (chapitre 4) et de la théorie
des distributions (chapitre 5).

RAPPELS DE COURS

Un filtre est un systeme linéaire stationnaire. Il donne d’un signal d’entrée e une réponse s = h x e
ou * désigne le produit de convolution ; & est la réponse impulsionnelle, caractéristique du filtre,
qui peut &tre une fonction (c’est le cas envisagé dans ce chapitre) ou une distribution tempérée
(voir chapitre 5).
Si un filtre est causal et stable sa réponse impulsionnelle h(t) doit satisfaire les propriétés :
o h estune fonction causale : h(t) =0 Vi <0< h(t) = u(t)h(t) Vtou u(t) est ’échelon de
Heaviside.

« h est une fonction sommable (€ £1).

Définition
On définit

« lafonction de transfert H(p) = L {h} ou L désigne la transformation de Laplace ;

o le gain complexe G(v) = F {h} ot F désigne la transformation de Fourier ;
G(v) = C(»)e'?™ ot C(v) = |G(v)| est le gain en fréquence et ¢(v) la phase.

Dans le cas d’un filtre causal et stable (filtre physiquement réalisable) la fonction de transfert
H(p) est analytique dans le demi-plan Re p > 0 et elle est définie pour Re p = 0 ou elle est reliée
au gain complexe par la relation : G(v) = H(2imv) (probleme 6.3).
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Enoncés des problémes

ENONCES DES PROBLEMES

Probleme 6.1 Filtrage

On envoie un signal 7—périodique x (¢) dans un filtre fréquentiel de gain complexe G. On note
vo = 1/T la fréquence fondamentale du signal qu’on représente par sa série de Fourier :

. i
X(l) = ch 62”7%7
n

ED Montrer que le signal de sortie est de la forme

Y(t) =Y ey Glnvg) ™7
n

F) Application : le signal d’entrée T—périodique est donné par x(t) = E pour 0 < ¢t < T /2 et

x(t)=—Epour T/2 <t < T etle gain du filtre par G(v) = ou v, est une fréquence

l+v/v,
caractéristique.

a) Ecrire la série de Fourier du signal de sortie y.

b) On prend v. = 2. Calculer ’&‘ pour n > 2 ou y, désigne les coefficients de Fourier de y.

V1
Quelle peut étre 1’utilité d’un tel systéme ?

Probleme 6.2 Systemes d’ordre demi-entier

ED Préliminaire
On rappelle la définition de la fonction d’erreur complémentaire :

2 o 2
Erfc(r) = 1 — Erf(r) = — e “du.
7

1
Calculer la transformée de Laplace £ { (— —é Erfc(\/f)> u(t)}.
Tt

F) Systemes d’ordre non entier
On rappelle la propriété de la transformation de Laplace pour une fonction f de classe C" et de

transformée F(p) = L{f(1)} J
L7 [p" F(p) = dt{

Par extension, on définit, pour @ €]0, 1[, la dérivée non entiere d’ordre o d’une fonction f
causale continue de dérivée f’ de classe £ par :

‘f;f Lt Fp)l a€lo, 1]
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Chapitre 6 - Filtres et causalité

de[t" u(t
a) Calculer %, A > 0. Vérifier que le résultat obtenu interpole bien la dérivée d’ordre

entier.
b) Montrer que :
a* f 1 "M
= dr
dte i —a) fy ¢ —1)*

¢) Un systeme est dit d’ordre 3 si pour un signal d’entrée e(t), le signal de sortie s(¢) satisfait,
pour ¢ > 0, I’équation :

CIO Ly = etr)
t:

avec s(0") = 0. On désigne par E(p) et S(p) les transformées de Laplace de e(r) et s(z)

S
respectivement, et par H(p) = % la fonction de transfert du systéme.
P
Déterminer H(p).
d) A I’aide du résultat du préliminaire, déterminer la réponse impulsionelle /(¢) du systeme
d’ordre —.
ordre -

Probléeme 6.3 Relations de causalité

ED La réponse impulsionnelle /(¢) d’un filtre causal stable est une fonction causale et intégrable.
a) Montrer que sa fonction de transfert H(p) = L {h(t)} est analytique dans le demi-plan
Re p > 0 et qu’elle est définie pour Re p = 0.

b) Montrer que G(v) = H(2imv) ou G désigne le gain complexe du filtre.

F) On désigne par A et B respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de G :
A(v) =ReG(v), B(r) =ImG(v)

Nous allons établir des relations entre A et B qui traduisent dans le domaine fréquentiel la
propriété temporelle de causalité de A.

H(p) \[m p

a) En intégrant la fonction (wg € R) sur le contour I' ci- 1

p—
contre (figure 6.1) établir que

PP/OO ) = —inGvy)

vV — 1

— 00

Rep

() . .
ouG(v) = HQRimv), vy = 2—0 et la partie principale est a prendre r
. . o
al’infinieten vy :

0 Vo—€ R .
op / 6w { / Gw . / Gw) dv} Figure 6.1
PN S 4} Re:O _R vV —1 vore YV — Y0

o0
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Enoncés des problémes

b) En déduire ensuite les relations de Kramers-Kronig :

I AW
B(v) = —PP/ W) 4y
T e V=
I ~ B/
Aw) = ——PP/ 0D 4y
T Lo V=

E) Relations soustraites
a) Montrer que si la fonction £ est réelle A(v) = A(—v), B(v) = —B(—v).

b) Montrer que
<1
PP / ; dv' =0
v —v

— 00

¢) Déduire de ces deux questions les relations de Kramers-Kronig soustraites qui ne mettent en
jeu que la partie physique du spectre :

2 < AW — A
B) = _VPP/ AW) — 4@ 4,
T 0 v'? —v
2 < ) B(W') — vB
Aw) = ——PP/ Y (VQ) - @) gy
T 0 v?2 — v

Probleme 6.4 Filtre a phase minimale - Relations de Bayard-Bode

On considere de nouveau un filtre causal stable de fonction de transfert H(p) analytique dans
le demi plan P* : {p|Re p > 0} et reliée sur I’axe imaginaire Re p = 0 au gain complexe
HQimv) = G(v) = C(»)e'?™ ot C(v) = |G(v)| est le gain en féquence et ¢(v) la phase.
Supposons que H posséde un unique zéro simple dans P* noté p;. On définit

P— P

Zi(p) = —
e P+ pi

ou p; désigne le complexe conjugué de p;.

ED Montrer que |Z,(2i7v)| = 1. Justifier que le filtre dont Z; est la fonction de transfert soit
dénommé passe-tout.

F) On pose a;(v) =Arg Z;(p = 2imv). Montrer (par exemple 2 1’aide d’arguments géomé-
triques) que la phase a;(») est monotone décroissante de 27 a 0 quand v varie de —oo a +0o.

H(p)

Z\(p)
a) Montrer que dans P* cette fonction est analytique et n’a pas de zéro.

E) On construit 1a fonction de transfert H,,(p) =

b) Montrer que le filtre de gain complexe G,,(v) = H,,(2imv) a méme gain en fréquence que
le filtre de gain G(v) = H(2i7v) mais avec une phase plus petite.

) On suppose maintenant que H posséde N zéros dans P* notés py, p,...py et on définit

N
P — Pk

Zy(p) = —
o1 PPk
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Hp)
. Zn(p)
analytique et n’a pas de zéro dans P*. Montrer de plus que le filtre de gain complexe
G, (v) = H,(2imr) a méme gain en fréquence C(v) que le filtre de gain G(v) = H(Q2i7wv);
justifier le nom de filtre 4 minimum de phase donné a un tel filtre.

a) En étendant le résultat de B montrer que la fonction de transfert H,,(p) = st

B Soit H,, la fonction de transfert d’un filtre 2 minimum de phase. On définit F(p) = log H,,(p).
a) Montrer que F(p) est analytique dans P™.

b) En appliquant les relations de Kramers-Kronig (probléme 6.3) a cette fonction, établir les
relations de Bayard-Bode

2 1 " —1
pv) = —DPP/ nC(v/z) I;C(V)dv'
T 0 Ve —v

nC) = —%PP/OO L A S ¢(;2)_:2¢(”)dv’
; -

ou C et ¢ sont respectivement le gain en fréquence et la phase du filtre & phase minimale.

Probléeme 6.5 Critére de causalité de Paley-Wiener

Dans ce probléme, on se conformera a I’usage en utilisant comme variable spectrale la pulsation
plutdt que la fréquence v. Le gain complexe est alors défini par G(w), transformée de Fourier en
pulsation de la réponse impulsionnelle.

Pour étre réalisable, un filtre doit étre causal et stable ; sa réponse impulsionnelle /(#) est donc
une fonction causale et intégrable. Sa fonction de transfert H(p) satisfait donc les conditions :

« condition C1 : H(p) est une fonction analytique dans le demi-plan P* : {p|Re p > 0}
« condition C2 : H(p) satisfait dans P* | l‘im |H(p)| = 0.

p|—o0
Les filtres fréquentiels sont construits a partir de leur gain en fréquence |G(w)|. Nous avons vu
(probleéme 6.3) que pour un filtre causal et stable le gain complexe est relié€ a la fonction de transfert
par H(p = iw) = G(w).
La question de la réalisabilité se pose donc dans les termes suivants :
Etant donné |G(w)| existe-t-il une fonction H(p) satisfaisant les conditions C1 et C2 ci-dessus et
telle que |H(iw)| = |G(w)| ?
En terme des fonctions d’une variable complexe ce probléme se reformule de la facon suivante :
peut-on construire une fonction (la fonction de transfert H(p)), analytique et de module borné dans
un domaine (le domaine P*), connaissant le module de cette fonction sur un bord du domaine (ici
|H(iw)| = |G(w)| sur I’axe imaginaire p = iw) ?

La réponse est donnée par le critere de Paley-Wiener : le filtre de gain en fréquence C(w) = |G(w)|
est réalisable si et seulement si

*“ |InC
/ %dw est bornée (6.1)

— 00
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Du mal a démarrer ?

Nous allons établir que cette condition est suffisante[7].

0
ED On définit la fonction 27—périodique r(f) = In [C (tan E)] . Montrer que la condition (6.1)
devient

T
/ |r(0)| d6 est bornée

—TT
F) Cette condition entraine que r est développable en série de Fourier :

. 1 ™ .
r(@) = Zrn e ™ avec r,= 2—/ r(0)e"do
nez T
. . >N T
On définit la fonction de Cdans C : Y(z) = rg +2 Z —.
Zn
n=1
a) Montrer que Y (z) est analytique pour |z| > 1.
b) Montrer que Re Y (') = r(0).
E) On effectue la transformation
1+p

Z

a) Dans cette transformation quelle est I’image D du codisque |z| > 17?

1+

1 P ) est analytique dans D.
4

) On définit H(p) = exp(c(p)). Montrer que | H(i w)| = C(w); que conclure ?

b) Justifier que c¢(p) = Y(

DU MAL A DEMARRER ?

Probléme 6.1
D Pour évaluer ’intégrale de convolution on peut soit utiliser la transformation de Fourier et les
distributions, soit réaliser un calcul direct.

Probléme 6.2
Simplifier au maximum I’expression de la transformée de Laplace du préliminaire.

) Etre attentif aux conditions d’existence des transformées mises en jeu.

Probléme 6.3
D Pour montrer ’analyticité de H(p) utiliser les conditions de Cauchy.

B Pour calculer les intégrales complexes sur les cercles Cy et C; utiliser les lemmes de Jordan.

Probléme 6.4 _ _
P) Poser 2imv — py = p1e'¥t et 2wy + P = pre'% et chercher I’interprétation géométrique des
angles 6, et 6, ; on doit trouver que a(v) = 61 — 0,.
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B log Z (z) est analytique dans tout domaine d’analyticité de Z (z) ne contenant pas de zéro de
Z (z) (qui sont les points critiques du logarithme complexe).

Probléeme 6.5
On rappelle que la somme d’une série de Laurent est une fonction analytique dans la couronne
de convergence de la série.

) 11 faut enchainer les différentes fonctions définies et voir que p = iw < z = ¢e'? avec
0

w = tan —.
2

Corrigés des problemes

Probléme 6.1
Le signal d’entrée T—périodique x(¢) est représenté par sa série de Fourier

.X(l) — Z Cn eZiﬂ'nvot
n

ol Vg = 1 / T.
D Le signal de sortie est donné par

y=hxx=YW) =G X )

Le spectre de fréquence du signal x(¢) est donné par (voir probleme 5.4)
X(v) = ch 6111’0

Par ailleurs (voir chapitre 5) G (v) 8,,, = G(nvg) 6,,,. On a donc

Y0)=G0) Y nbuy = Y cn G1vg) Suuy = y(1) = Y _ ¢y Gnwg) ™"

Alternativement, ce résultat peut étre obtenu en exprimant directement I’intégrale de convolu-
tion et en remplacgant le signal x par sa série de Fourier :

— § :cneZZﬂ'nvot/
n

y(@) = h@)xx(@) = /oo h(l‘/) [Z cn e2i77nvo(t—t')] dt'

o0

h(t/) e—2iﬂ'nvot dtl — ch G(nvo) e2iﬂ'nvot
oo n

154



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des problemes

F) Application : calculons la série de Fourier de x :

T/2 T
¢, = %/ / e—2i77'n1/otdt o ?/ e—2i7rnvotdt
0 T/2
2E 1 2im(2k+1)v
> e

= 0 pour n pair x(1) = ey
=

E . .
= —— pour n impair
imn

a) On en déduit

2E 1 .
y(t) = Z 2k 1 1 2k 1 2im(2k+1)vot
im = Qk+ 1) [1+Qk+ D)ro/v.]
b) Pour v. = 2vyon a
Votel = 2E 1 Yak+l | _ 3
T Qk+ 1) 1+ 2k + 1) /2] i Qk + 1) (2k +3)

Ce rapport décroit vite quand k£ augmente. Les harmoniques d’ordre élevé (avec k grand),
donc de fréquences grandes devant vy, contribueront peu au signal de sortie. Ce filtre est
donc passe-bas.

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

Ce probleme standard balaye les diverses méthodes vues jusqu’ici : séries de Fourier,
distributions, transformées de Fourier.

Probléeme 6.2
1
ED Préliminaire Calcul de £ {ﬁ —é Erc(\/f)}
1 1 T'(1/2 1
Tout d’abord en utilisant la table on a directement £ {—} /2

o] \/E
Soit f(¢) =Erfc(v/1) = % / e du ;onadonc f(0)=1et
\/;

, 2 1 1,
)= —— - _
f(@) N \/Ee \/He
Prenons la transformée de Laplace de cette égalité :
L{f'O}=pF(p)— f(0) = pF(p) -1
1 1

F(p) = L[Erfe(V)] = — — ———

L{ lefmn}: ! p pvp+l
Vet Vvp+1
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ol on a utilisé la propriété de la transformation de Laplace £ {e* f(1)} = F(p —a). En
utilisant de nouveau la méme propriété on obtient

o 1
-1 (p=Dyp

L {e'Erfc(v1)} = p

Finalement

E{L—etErc(\/?)}:L— L . : Y

Vot ve p—1 (p—1p (p—D+p
\/ﬁ —1 1
S (p-D \/1_9+ 1
B La dérivée non entiére d’ordre a, pour a €]0, 1[, est définie par :
d” e @
drf =L7'[p* F(p)] a€]0,1]

a) Appliquons cette définition a la fonction A u(t). Comme A >0eta €]0, 1, A—a+1>0;
on peut donc écrire

dlt*u@®)] [ JTA+D] . 1 T+ .,
T —E |:p p)‘+1 :| —F(A+1)£ |:p/\_a+1:| = F(/\—Q’-{-])t u([)
Sia =n € N*¥, alors
d"[t* u(®)] _ Aen oy _LA+D G,

On obtient une expression analogue a celle de la dérivée non entiere.
b) a €]0, 1[, donc 1 — @ > 0; d’autre part f est continue donc f(0*) =0

d® 1

el } _ {pl_a} « L7V [pF(p)]
_ 1 u(t) / f(T)
= T f®= r(l— )/(t—f)a

1
= L7pF(pl=L"" { -
p

1
¢) Pour un systeme d’ordre 3

d;jgt) + 5(t) = e(t)

On prend la transformée de Laplace de cette équation

1
(Vp+1)S(p) = E(p) = H(p) = NS

156



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des problemes

d) D’apres le résultat du préliminaire on a

1 1
h(t)=L " {H(p)} =L£" {\/ﬁ+ 1 } = [\/ﬂ'—t —e' [1 —Erf (V)] u(?)

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Ce probleme présente une utilisation originale de la transformation de Laplace a la défi-
nition de la dérivation d’ordre non entier. Ce concept a conduit a des applications sur
la robustesse de systemes asservis (La dérivée non entiere, A. Oustaloup, Hermes 1995,
La commande CRONE, A. Oustaloup, B. Mathieu, Hermes).

Probléeme 6.3
ED La réponse impulsionnelle est intégrable donc

/OO |h(t)| dt < oo
0

a) La fonction de transfert H(p) = £ {h(t)} est donnée par (en posant p = o +iw)
H(p) = / h(t)e P'dt = / h(t)e TN 4t
0 0

= / h(t)e 7" cos(wt)dt — i / h(t)e™ " sin (wt) dt
0 0
= P(o,0)+iQ(0,0)

Pour o > 0 > 0 les intégrales

/ t h(t)e 7" cos (wt)dt et / t h(t)e 7" sin (wt) dt
0 0

convergent uniformément Vw. On peut donc vérifier les conditions de Cauchy

iP (c,0) = — /00 t h(t)e 7" cos (wt)dt = 9 0 (o, w)
60’ 0 6(1)

2Q (o, w) = +/ t h(t)e 7" sin(wt)dt = —EP (o, w)
30' 0 8(0

La fonction H(p) est donc analytique dans le demi-plan Rep > 0. De plus pour
Rep=0=0

H(iw) = /Oo h(t)e "' dt
0

qui est la transformée de Fourier (en pulsation) de 2. Comme 4 est dans L' sa transformée
de Fourier est une fonction définie, continue, bornée pour tout w.
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b) Du résultat précédent il vient immédiatement
HQimv) = / h(t)e 2™ dt = G (v)
0

F) Onpose: G(v) = A(v) +i B(»).

H
a) La fonction & est analytique dans le domaine délimité par I' = I+ = 0.
p — 1w
Sur C, : p = R ¢ ; on applique le lemme de Jordan :

RM(R)
<1
R— oo R — Wy

lim R

R—o0

H(R €%
Reit — iwo

ou M(R) est le maximum de ‘H(R e”’)‘ pour 8 € [—77/2, 77/2] (grand cercle dans le demi-
plan Rep > 0). D’apres les propriétés de la transformation de Laplace d’une fonction
de classe £ (voir chapitre 3) ce maximum tend vers zéro quand R tend vers I'infini ; d’ou
lim Ic, = 0.

R—o00
A T’aide du troisieme lemme de Jordan on a

lin}) Ic, =imRes(w = wy) = imH (iwp)
€—>

L’intégrale sur le contour I" donne donc :
H “=€ H(iw R Hiw
&dp:():/ #ld(x)'i‘/ lea)+lcl+lcz
rp—iw _r lw—iwg wore 1O — 1o
et dans la limite R — oo et € — 0 on obtient

> H(iw)

oo W — Wy

PP

dw = —imH(iwy)

En posant w = 27w et wy = 27y, on obtient

PP/OO SO 4y = —inGwo)

—o YV — PV

b) En identifiant parties réelle et imaginaire on obtient les relations de Kramers-Kronig :

| < AW
B(v) = —PP/ /(V)dv’
T oV —v
1 < B/
Aw) = PP/ /(V)dr/
T o V=

ol on a procédé au changement de notations : v — v'; vy — v
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Corrigés des problemes

E) Relations soustraites :
a) Si la fonction / est réelle

A(v) =Re / - h(t)e ™' dt = / b h(t) cos 2mrvt) dt
0 0

qui est une fonction paire en » a travers le cosinus tandis que

B(») =Im / b h(t)e 2™ 4t = — / - h(t) sin 2mvt) dt
0 0

est impaire a travers le sinus.
b) Détaillons I’intégrale en partie principale

oo 1 V—e 1 R 1
PP/ dv' = lim lim - dV’+/ dv'

/ /
vVi—v €—+0R—oo | p V' —V +e V. —V

—0o0
= lim lim {ln|v —v| g +In |V —V|V+E}
e—0 R—o0

= lim lim {lne —In|R+v|+In|R —v| — In€}

e—0 R— o0

¢) En ajoutant ce terme nul aux relations ci-dessus on obtient les relations de Kramers-Kronig :

1 [® A L [ AW L
B() = PP/ ACD 4, PP/ /(V)dVIA(V)PP/ v
T v —v T o Vv T o Vv
L[ AW) - A
_ Lpp [T A A,
T O

On partage I’intervalle d’intégration en deux parties et on utilise la parité de A :

0 n o o0 N
by = Lop [ A A0 Ly [ A ) 5<v>d,,f
—00 - 0 -
_ lPP/ A(I/)—A(V) IPP/ A(v’)—A(V)
T 0 —v —v T 0 vV —v
_ 2 A(V/)—A(V)
- aT PP/O p2 — 32

Un calcul analogue utilisant la propriété d’imparité de B(v) conduit a 1’autre relation :

Aw) = —%PP/OO vB6) —vB®)
0

’2—112

159



Chapitre 6 - Filtres et causalité

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Le probléme de traduire dans le domaine fréquentiel la conséquence de la causalité a déja
été étudié dans le cadre de la théorie des distributions (probleme 5.2). Ici les relations
de Kramers-Kronig sont obtenues a partir des propriétés d’analyticité de la fonction de
transfert.

Probleme 6.4

Supposons que H posséde un unique zéro simple dans P* noté p;. On définit Z,(p) = rP—n

P+pr
ED Pour p =2imvonap — py =2imv — piet p+py = 2imv+pr = —Qimv — p;). D’ou

Dimy —
1Z\Qimy)| = | 22X P

_' 2iTyv — pi

2iTv + Py —QRimv — p1)
Le gain en fréquence du filtre dont Z; est la fonction de transfert est donc « plat » ; il ne sélec-
tionne aucune fréquence, d’ou le nom de passe-tout.

F) Pour p = 2imv posons 2imy — p; = pie'® A
et 2imv +p, = p2¢'% On a p; = p, donc
Z1Qimv) = 170 = ¢ Je djagramme p=2inv
ci-contre (figure 6.2) donne une représentation <
de cet angle. 0,10,

3
Pour v — —o0, 0 = 777 et aj(—o0) = 27 —_ 0,

3
quand v croit de —oo a +00, 6 décroit de - R

A2 et donc ay(v) décroit de 277 2 0.
2 Figure 6.2

H
B On définit H,,(p) = ﬁ Remarquons que le zéro de H,,(p) en p = —Ppy introduit par la

Zi(p)
n’est pas dans P*.

fonction

1
a) H(p) est analytique dans P* et posséde un zéro simple en p;. Le développement de Taylor
de H(p) au voisinage de p; est de la forme

1 ~
H(p) = (p = pOH'(p)+ 5(p = p*H"(p) + -+ = (p = pDH(p)
< 77 . 9 z + _ H(p) o -7 R
ou H(p) est analytique et n’a pas de zéro dans P*. Donc H,,(p) = m =H(p)(p+P1)
1

est analytique et n’a pas de zéro dans P*.
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Corrigés des problemes

H(Qi .
b)OnaG,,(v) = M ;d’apres B3, Z,Qimv) = '), donc
Z1Qimv)
HQimv) _ () —
G, (v) = — G)e—i MW — |G(p)| £ $M—a1 )]
1) = 5 s = G G e

Nous avons établi que a(v) € [0, 27] . Donc le filtre de gain complexe G,,(v) a méme gain
en fréquence C(v) = |G(v)| que le filtre de gain G mais avec une phase plus petite.

) On suppose maintenant que H posséde N zéros dans P* notés p;, p,...py et on définit

P — Dk
Zy(p) = —
W Pt Dk
. . . . . _ H(p)
a) En étendant la démonstration de la question [E}), 1a fonction de transfert H,,(p) = ) est
N{p

analytique et n’a pas de zéro dans P~ ; de plus le filtre de gain complexe G,,(v) = H,,(2i 771{)
améme gain en fréquence que le filtre de gain complexe G puisque |Zy(p = 2iwv)| = 1. A

chaque zéro py, la division par Z;(p) = % entraine une diminution de «;, de la phase
P T Dk
globale de G ; d’ou le nom.

B Soit H,, la fonction de transfert d’un filtre 2 minimum de phase. On définit F(p) = log H,,(p).
a) La fonction H,,(p) n’a aucun zéro dans P*; la fonction F(p) n’a donc aucun point critique
dans ce domaine. On peut donc choisir de placer les coupures dans P~ de sorte que la
fonction F(p) soit analytique dans P*.
b) On a FQimv) = logH,(2imv) = InC(v) + i¢(v). En identifiant A(v) = InC(v) et
B(v) = ¢(v) et en appliquant les relations de Kramers-Kronig (probleme 6.3) on obtient
les relations de Bayard-Bode

b — QPP/OO lnC(V,IZ)_lnzC(V)dV/
m 0 v'?—v

mew = —Zrp [T EEE
7T 0 v —v

Ce qu’il faut retenir de ce probléeme

On a défini la notion importante de filtre a phase minimale et on a justifié son nom a partir
des propriétés de la fonction de transfert dans le plan complexe.

Probléeme 6.5
Nous allons établir que la condition

<1
/ 7’ nC@) dw est bornée
1 +w?

— 00

est suffisante pour qu’il existe H(p) analytique dans P* avec |H(iw)| = C(w) donnée.
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0 1 1
ED On fait le changement de variable @ = tan ~ = —— dw = ~df et
2 1 + w? 2
> |InC 1 [7
/ L(“z’”dw:_/ 1r(6)| do
oo 14w 2 ) .

La condition de Paley-Wiener est donc équivalente a
/ |r(0)| d6 est bornée
—TT
F) Cette condition entraine que la fonction 277—périodique () est développable en série de Fou-

TIcT - -

. 1 .
r@) = e " avee r,=o— [ r@)e"do

n€z -

On définit la fonctionde Cdans C: Y(z) = rg + 2 Z —

a) La convergence de la série de Fourler entrame que 1e coefﬁc1ent r, — Oquandn — oo. Donc :
dN(e)|n > N = || <e=|—| < —n ; la série de Laurent ci-dessus est alors convergente
" b4

dans (au moins) le codisque |z| > 1 ce qui assure ’analyticité de Y dans ce domaine.
b) Montrons que Re Y(€'%) = r(6).

r(ﬁ):r0+§ rpe "0 4 g rpe " —r0+E rpe " +§ TP
n>l1 n<—1 n>1 n>1
ou on a utilisé le fait que r(6) est réel et donc que r_,, = 7,,.

Y = rg+2 Z rpe” " = Z roe " = E [Y (') — ro]

r@) = ro+ ; [Y(e'®) = ro) + = [Y(etﬂ) _ ro}

- % [Y(ew) + Y(eif))} — ReY(e")

Donc Y (z) analytique dans {z | |z| > 1} et définie pour |z| = 1.

1+p
l—p

E) On effectue la transformation z =

1+
a) Le codisque du plan z : |z| > 1 devient dans le plan p : ‘l—p‘ >1.0npose p =0 +iw
4

1? + o?
%>1:>((r+1)2+w2>(0'—1)2+w2:>0>0
ag — + w

Le domaine D est défini par D = {p | Rep > 0} = P".
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-1
b) Y (z) analytique dans ) = {z | |z| > 1} et définie pour |z| = 1. On définit z — p = < )
z
1+
transformation conforme dans () et dans laquelle Q) — P* et Y(z) — c(p) = Y(l—p);
-Pp

alors Y (z) analytique dans ) < ¢(p) analytique dans P*.
On définit H(p) = exp(c(p)). Comme c(p) est analytique dans P*, H(p) également. Remar-
p yuq g

quons que exp(—c(p)) est aussi analytique dans P ce qui signifie que I est analytique et

donc que H(p) n’a pas de zéro dans ce domaine. Le filtre de fonction de transfert H(p) est
donc a phase minimale.

0

Sionpose p =iwonaz=e'" avec w = tan 7 On a alors la séquence d’égalités

ciw) = Y () ; Rec(iw)=ReY (¢'’) =r(6) =InC(w)
H(p) = P = |H(iw)| =" = C(w)
Conclusion : sous réserve que la fonction C(w) = |G(w)| satisfasse la condition de Paley-

Wiener, on a construit une fonction H(p) analytique dans P* telle que |H(iw)| = C(w).
Il reste 2 montrer que cette condition est nécessaire.

Remarque

On déduit de ce théoréme qu’un filtre idéal n’est pas réalisable puisqu’il faudrait |G(w)| = 0 dans la
bande atténuée, ce qui violerait le théoreme.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Ce probléme présente une démonstration du célebre théoréme de Paley-Wiener qui s’ap-
puie sur le lien existant dans le plan complexe entre la transformée de Laplace (fonction
de transfert), la transformée de Fourier (gain complexe) et les séries de Fourier, et qui met
en jeu les propriétés des fonctions analytiques et les transformations conformes.
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FONCTIONS DE BESSEL

RAPPELS DE COURS

e Equation de Bessel d’indice v ¢ R*

1 1 / Vz
Y+ =y +(0—-=)y=0 (7.1)
X X
e Fonctions de Bessel

Ce sont les solutions de cette équation. On les obtient sous la forme de développements en séries
généralisées (voir exercice 7.1) :

o Fonction de Bessel de premiere espece
o0
x\? (— 1)k x\ 2
= (3 5 el (3
=135 ;k!l“(k+v+l) 2 (7.2)
Siv ¢ N, J_, est aussi solution (singuliere a I’origine) de 1’équation de Bessel, indépendante
de J,.
o Fonction de Neumann (ou fonction de Bessel de deuxieme espéce)
Jy(x)cos(mv) — J_,(x)

N = sin(7rv)

Cette solution est indépendante de J, méme pour » entier.
o Fonctions de Hankel - H,,i(x) = J,(x) £ iN,(x)

e Relations de récurrence

Jot(6) = Jp(x) = 2J/(x) (7.3)
2
Jo 1 () + Ty (x) = ffn(x) (7.4)

e Fonction génératrice et représentation intégrale

glx,z) =exp [%(z — %)} = Z 7" J,(x) zeC* ; xeR

n=—oo

w

| A 1 [7
J,(x) = — sint=nhgg — — [ cos(xsin@ — nb)do
2
™ 0

—1TT



Chapitre 7 - Fonctions de Bessel

e Equation de Bessel modifiée
1 2
Vi4=y —(1+5)y=0 veR
X X

a pour solutions les fonctions de Bessel modifiées

K,(x) = 22 HY i)

e Comportements pour x grand (x > n)

2 2
Ju(x) =~/ — cos(x — nz — z) N,(x) ~ {/ — sin(x — nz — z)
X 2 4 X 2 4
/| 2 z =
Hn:I:(x) ~ — :I:z(x —nZ—7
[ 1 [T _,
In(x) =~ Eex Kn(x) ~ ﬂe

o Comportements a l'origine (x ~ 0)

1 n 2 —1 2
JAX)%;(%) No(r) ~ —(Inx+y)  Nyw) ~ — & )<;>

—1

1 n
I,(x)%;(i) Kox) = —Inx — vy K, ~( n>l1

2

Remarquons que dans chaque couple de solutions, il y en a une qui est regullere al’origine (J,, 1)
et une qui est singuliere (N,, K,).

ENONCES DES EXERCICES

7.1 Solutions de I’équation de Bessel

: 1 L . .
Dans cet exercice on supposera ¥ ¢ —N. On peut montrer (théoréme de Fuchs) que I’équation de
Bessel (7.1) admet au moins une solution sous la forme d’une série généralisée

oo
y(x) = x¢ Zanx” ; ag # 0
=0
oll @ — appelé exposant indiciel — et la suite {a, } sont déterminés par identification.
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Enoncés des exercices

ED En reportant dans 1’équation de Bessel y(x) sous la forme ci-dessus :
a) Déterminer le coefficient du terme en x®~2 et celui du terme en x%~'. Que peut-on en
déduire ?

b) Déterminer la relation de récurrence liant entre eux les coefficients a, et a,_, pour n > 2.
¢) Résoudre cette relation de récurrence pour n = 2k + 1 puis pour n = 2k en prenant a = v.
F) On désigne par J,(x) la solution obtenue ci-dessus pour a = v et telle que
x\? 1
Jy(x) ~ (—) ———quand x — 0
D~ 3) T ¢

a) Donner I’expression de J,(x).

b) Etablir que J_,(x), obtenue en changeant » en —» dans J,(x), est une autre solution de
I’équation de Bessel (7.1) indépendante de J,(x).

¢) Montrer que si » = n € N les deux fonctions J, et J_, ne sont pas indépendantes.
7.2 Autres fonctions de Bessel

ED Les fonctions de Bessel modifiées satisfont I’équation
" 1 I v 2 +
Y+-y —-(I+5)y=0 reR
X X

Exprimer la solution /; (solution réguliere a I’origine pour » = 1) sous la forme d’une série

entiere. On fixera la constante arbitraire en imposant I (x) ~ 5
x~0

F) L équation de Bessel sphérique est définie par

2 [l_n(n+1)

y//+_y/+ 5 ]y:() neN
X X

a) Rechercher les deux solutions indépendantes de I’équation de Bessel sphérique pour n = 0
sous la forme de développement en série généralisée. Expliciter ces fonctions en termes de

fonctions usuelles.
) [ ar
Jn(x) = EJ;HI/Z(X)

est solution de cette équation ; ces fonctions sont appelées fonctions de Bessel sphériques.

b) Montrer que

7.3 Propriétés de fonctions de Bessel d’indice entier

ED Fonction génératrice : A 1’aide de la fonction génératrice établir I’identité

o0

Lx+y)= > Ty p(y)

p=—00
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F) Relation de récurrence : Etablir [x" J,,(x)]/ = x"J,_1(x) puis [J,,(x)/x”J/ = —Jur1(x)/x" . En

déduire les relations de récurrence (équations 7.3, 7.4) et en particulier Jy(x) = —Ji(x).

E) Représentations intégrales
a) Etablir I’identité

1 2 7T/2
= ; ; / sin®* ¢ cos® t dt
F'k+v+1) T+ D@ +3) Jo

b) En déduire les représentations intégrales

2 2y [T/
J,(x) = (x/2) cos(x sint) cos? t dt

VaTw+1) Jo

2 2 !
ﬁlf(x]//+)%) /O (1 — 12)"~1/2 cos(xt) dt

7.4 Equation avec un paramétre

Montrer que I’équation
2

1 v
y"+—y’+(a——2)y:0 acR
X X
a pour solution :

o sia >0, J,(x\va)et N,(x\/a)
e sia <0, I,,(x\/M) et KV(x\/H)

° Si a = 0
o xVetxVsiv>0
o a+BIlnxsiv=0.
7.5 Transformée de Fourier

ED Calculer la transformée de Fourier de

fiy = — 1] <1

= 0 sinon

F) En déduire la transformée de Fourier de Jj.

7.6 Transformée de Laplace

ED Développer en série entiere la fonction x| < 1.

1
V1+x2

F) A I'aide du développement en série entiere de J, déterminer £ {Jo}.
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Enoncés des problémes

ENONCES DES PROBLEMES

Probléme 7.1 Modulation de fréquence
La pulsation instantanée ()(¢) d’un signal sinusoidal f(t) = Agcos(r) est définie par

d
QO(t) = —¢(t). Pour un signal harmonique, () est constant : () = Qg et () = Qot + ¢o.
Une onde est dite modulée en fréquence si son impulsion instantanée est de la forme

Q@) = Qg + ko cos(wt)

ot {)g est la pulsation de I’onde porteuse, w celle de 1la modulation et k 1’indice de modulation.
ED Montrer que la forme générale du signal modulé est

f(t) = Agcos (Qot + k sin(wt) + ¢g)
ou Ay est I’amplitude du signal et ¢ sa phase a I’ origine.
F) Montrer que cette onde admet un développement en fréquence de la forme

f(t) = Z a, cos(w,t + ¢n)

n—=—0oo

ou les coefficients a,, w, et ¢, sont a déterminer. Qu’est-ce qui différencie ce développement
d’une série de Fourier ?

Probleme 7.2 Fil chauffant

ED Préliminaire
On définit la fonction de Bessel modifiée K par sa représentation intégrale

Ko(x) = / e ¥ Coht gy x>0
0
Montrer que

2t
ou L désigne la transformation de Laplace.

r 1 a? - 1K 0
—exp(—z)u(t) =5 ola\/p) a >

On rappelle que lin% xK{(x) = —1. Cette relation pourra étre utilisée dans la suite.
X —>

¥) Fil chauffant
Un fil chauffant rectiligne est plongé dans un milieu homogene et engendre un flux de chaleur
radial constant ¢. Le milieu est initialement a la température 0. A un instant 1 > 0 la tempéra-
ture en un point du milieu, u(r, t), ne dépend que du temps ¢ et de la distance r du point au fil,
et satisfait I’équation de la chaleur :

82u+18u 20u
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et les conditions

u(r,t =0)=0 r>0 (7.5)

u(r,t) bornée r>0, t>20 (7.6)

lim r@(r,t) = —¢y r>0  r>=20 (71.7)
r—0 a}"

a) On désigne par U (r, p) la transformée de Laplace de u par rapporta ¢ :

U(r,p):/ u(r,t)e P dt
0

Ecrire I’équation satisfaite par U.

b) Compte tenu des résultats du préliminaire montrer que la seule solution acceptable est de la
forme

U(r, p) = A(p)Ko(Ar/p)
ou A(p) est une fonction arbitraire.
¢) Déterminer A(p) a I’aide de la condition de flux (eq. 7.7).
d) En déduire la solution du probléme u(r, t).

Probleme 7.3 Membrane de haut-parleur

Les vibrations d’une membrane circulaire de rayon R fixée sur sa périphérie (membrane de haut-
parleur ou peau de tambour) sont décrites par la fonction f(r,#,t), qui mesure a I’instant ¢ le
déplacement transversal de la membrane au point de coordonnées polaires r et 6 par rapport a sa
position au repos. En supposant la membrane parfaitement élastique, la fonction f est solution de
I’équation d’ondes a deux dimensions en coordonnées polaires :

82f+18f+ 10*f  10%f

or? ror r?206* % or?
ou ¢ > 0 est la vitesse sonique sur la membrane. De plus la fonction f est bornée (amplitude
finie des vibrations) et elle satisfait la condition aux limites f(R,#,¢) = 0 (amplitude nulle des
vibrations sur le pourtour de la membrane). Pour résoudre ce probleme aux limites, on cherche
des solutions harmoniques dont la pulsation w est a déterminer :

f(ra 0,1) = g(ra H)COS(a)I - QD)
ED Ecrire Iéquation aux dérivées partielles dont g est solution.

B Les coordonnées (r, 0) et (r, 6 + 27) représentant le méme point de la membrane la fonction
g doit satisfaire la condition de périodicité g(r, 0 + 27) = g(r, 6), V0 et r(< R). On cherche
donc g sous la forme d’une série de Fourier

g(r,0) = ag(r) + Y _ an(r)cosnf + b,(r) sinnd

n=1

a) Etablir I’équation différentielle dont les coefficients a, (r) et b,(r) sont solutions.
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b) Montrer que les seules solutions acceptables sont de la forme
1) 1) .
an(r) = An-]n(_r) neN bn(r) = Ban(_r) neN
c c

ou A, et B, sont des constantes arbitraires.

E) Soit {zgf)} la suite croissante des zéros positifs de J, (i.e. Jn(zgf)) = 0Vp € N¥). Montrer que
la condition aux limites impose a la pulsation @ de ne prendre que des valeurs discretes liées a
zg‘). On notera w, , ces valeurs (ce sont les modes élémentaires de vibration du tambour).

) On note &n,p la solution correspondant a w, ,. Déterminer les lignes nodales, ¢’est-a-dire les
ensembles de points de la membrane qui demeurent immobiles dans un mode de vibration
donné. Quelles sont les solutions invariantes par rotation ? A 1’aide de Maple tracer I’image de
la membrane pour les premiers modes de vibrations.

Probleme 7.4 Guides d’ondes cylindriques

On va étudier dans ce probleme les guides d’ondes cylindriques, métalliques dans la premiere
partie et diélectriques (fibres optiques) dans la seconde. Les deux problemes different par les
conditions aux limites mais ont en commun la géométrie et la paramétrisation initiale des champs.
Nous injectons dans le guide d’onde de rayon a un champ électromagnétique harmonique a la
fréquence w qui se propage suivant I’axe Oz ; I’expression de ce champ au point M repéré par ses
coordonnées cylindriques (p, ¢, z) est :

E(p,¢,z,t) = [Ez(p)eZ + ET(,D)] pika—wt)

ol la composante longitudinale E, et la composante transverse E; (voir figure 7.1) sont suppo-
sées ici ne dépendre que de la coordonnée radiale p (symétrie azimutale). Le facteur de propa-
gation k sera déterminé par les conditions aux limites. Le vecteur e, est le vecteur unitaire le
long de I’axe du guide (axe Oz). Le champ transverse Er se décompose dans le repere lié au

A
Ay
= ! /'i Er
. Ep
M E = E(p
[0} z
NG

(p,0)

> p

z
¢

A\

Figure 7.1
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point M (voir figure 7.1) selon les directions radiale (vecteur unitaire e,) et tangentielle (vecteur
unitaire e)
Er(p) = Ey(ple, + Eg(ple,

Les composantes longitudinale E L(p)e!®2=D et transverse Er(p)e'® " du champ sont solution

de I’équation d’onde exprimée en coordonnnées cylindriques :

PU 1w v Pv 1ov
op2>  pop p?oe* 02 ot

Ce méme formalisme s’applique aussi au champ magnétique B.

La méthode de résolution consiste a résoudre d’abord I’équation d’onde pour les champs longi-
tudinaux (E, et B;) puis a exprimer les champs transverses (Ey et By) en fonction des champs
longitudinaux a I’aide des équations de Maxwell.
ED Guide d’onde cylindrique métallique
Nous allons nous placer dans le mode transverse magnétique (TM) dans lequel le champ élec-
trique transverse a seulement une composante radiale : Er(p) = E,(p)e,. La condition de
continuité de la composante tangentielle du champ (ici E,) impose que E, doit étre nulle sur la
surface du guide :
E(p=a)=0 (7.8)

a) Montrer que E,(p) est solution de I’équation

1 2
E;’+—E;+[<9> —kz} E.=0 p<a
B (G

b) Montrer que les conditions du probléme, et en particulier la condition de continuité (équation

. . . . \?
7.8), imposent que la constante de propagation satisfasse la condition k> < (—) et que la
c

fonction E, soit de la forme
E.(p) = AJo(yp)

w\?2 .
avec y = <—> — k% et A une constante arbitraire.
c

¢) On impose maintenant a la solution de D (b) de satisfaire la condition de continuité (équa-
tion 7.8).
i) Etablir que le parameétre y ne peut prendre qu’un ensemble discret de valeurs.

ii) En déduire que le champ ne peut se propager que pour des fréquences supérieures a une
certaine valeur w, appelée fréquence de coupure et que I’on déterminera.

d) Déterminer la composante transverse a partir de I’équation de Maxwell
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F) Modes de propagation dans une fibre optique
La gaine et le cceur d’une fibre optique sont des diélec-
triques d’indices respectifs n; = \/€; et n, = /€, avec
ny < ny (voir figure 7.2). On injecte dans le cceur de la
fibre un champ harmonique a la fréquence w qui se pro-
page suivant I’axe Oz et qui possede la symétrie azimu-
tale (voir préliminaire de ce probléme). On indice par 1
les champs dans la gaine, par 2 les champs dans le cceur.
Nous allons déterminer la composante longitudinale des
champs, E,(p) (et B,(p) pour le champ magnétique), qui
est une solution bornée de I’équation d’onde et qui doit
satisfaire : Figure 7.2

Gaine indice 7,

Coeur

o dans la gaine le champ doit &tre rapidement amorti
dans la direction transverse : E,(p) ~ e *.

o dans le cceur, au contraire il ne doit pas y avoir d’amor-
tissement transverse.

a) Compte tenu de ces conditions, des résultats de [[D et de I’exercice 7.4, établir que le champ

est de la forme
w2
p>a E;,=AKyBp) avec B =1\/k*— €13 (7.9)

2
p<a Ex=Adlyp) avec y=1\lex —k (7.10)
C

ou A; et A, sont des constantes arbitraires. Le champ B,(p) est de la méme forme. Remar-
quons que les conditions ci-dessus contraignent le facteur de propagation k pour une fré-

) )
quence donnée : /e, — < k < \/er—.
c c

b) Les composantes transverses des champs dans chaque milieu s’expriment a partir des équa-
tions de Maxwell en fonction des composantes longitudinales E, et B,. Nous allons étudier
les modes tranverses électriques (TE) pour lesquels on fixe £, = E,;, = 0.

Le champ transverse se décompose suivant ses composantes cylindro-polaires (voir
figure 7.1) :
Er(p) = Ey(p)e, + Ey(pley

Br(p) = By(p)e, + By(ple,

Les équations de Maxwell dans le mode TE (E, = 0) impliquent dans chaque milieu
B, =E,=0c¢et
2
) ) . OBy, w
<€1c2 —k > Blp = ik ap E1¢ = _c?Blp
2
w 2 . OBy, w
<€QC—2 —k > sz = ik 6p E2€D = *asz

ou By, et B,, ont la méme forme que E, et E,, dans les équations (7.9, 7.10).
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Montrer que

ik iw
p > a Blz:CIKO(BP):>31PZEC1K1(B'D) El‘p:_ﬁ

ik iw
p < a By, = CrJo(yp) = By = —?Czh()’/)) Eyp = %szl(YP)

Ci1K1(Bp)

ou C; et C, sont des constantes arbitraires.

¢) On impose maintenant les conditions de continuité des composantes tangentielles des
champs entre les deux milieux, en p = a.

Bi(a) = By, (a) ; Ei,(a)= Ex(a)

En déduire que cela entraine pour la constante de propagation k une contrainte qui peut
s’exprimer :
J K 2
1(ya) + 1(Ba) —0 yz +,32 — (& — 61)‘%
vJo(ya)  BKo(Ba) ¢

d) Montrer, en vous aidant d’une résolution graphique (a la main ou avec Maple), que I’équation
ci-dessus n’a pas de solution si la fréquence w est inférieure a une fréquence w. appelée

—————ou ¢ = 2,405... est le premier zéro
av/(€ —€)
de Jy. Pour @ > w. les modes TE apparaissent.

fréquence de coupure donnée par w. = ¢,

Probleme 7.5 Transformation de Hankel

Soit une fonction f : R* — C, continue, dont le module décroit a I'infini plus vite que 1/+/r. On
définit sa transformée de Hankel d’ordre n € N, F(k), par :

keR"— F(k) = /OO rJo(kr) f(r)dr (7.11)
0

ou J, est la fonction de Bessel d’indice entier n. On se propose d’établir la formule de la transfor-
mation inverse :

fr)= / h kJ,(kr)F (k)dk (7.12)
0

Pour cela on a recours 2 la transformation de Fourier 2 deux dimensions. Soit g : R?> — C que
1’on supposera continue (bien que cela ne soit pas nécessaire) et de module intégrable dans R ;
on définit sa transformée de Fourier (en pulsation) G par :

o0 o0 .
G(wy,wr) = / dx) / dxy e H@mre) oy o)
— 00 — 00
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et la transformation inverse :
1 o0 [e @] .
g(x1,x2) = —2/ dw, / dwy ") G(wy, )
2m)” J_ o

Dans toute la suite on admettra que les conditions sur g sont suffisantes pour assurer la convergence
des intégrales ci-dessus.
On effectue le changement de variables :

X1 =rcosf xp,=rsinf
wy =ksing wr =kcosg¢

ou r et k sont dans R* et 0 et ¢ dans [—7, 7].
Attention a la position du cosinus et du sinus dans la transformation (w1, w;) — (k, ¢).

ED Expliciter les transformations de Fourier directe et inverse pour les fonctions
g(r,0) = g(rcos@,rsinf) et G(k,¢) = G(ksin,kcosp)

(on rappelle que dans les changements de variables des équations 1 et 2, dx; dx, — rdr dO et
dw, dwy — kdk d¢).

F) On prend (r, 0) = €™ f(r) o n € N ou f satisfait les conditions énoncées au début.
a) On définit

2
In (¢) — / e—ikr Sin(¢+0)ein0d0 ne N
0

Montrer que I, (¢p) = 2me " J,(kr).
b) En déduire que G, la transformée de Fourier de g, est de la forme :

Gk, ) = 2w e " F(k)

avec F (k) défini par I’équation 7.11.
B En déduire la formule de la transformation inverse de Hankel (équation 7.12).

) En utilisant la transformée de Laplace par rapport a k de Jo(kr) (voir exercice 7.6) déterminer
la transformée de Hankel d’ordre zéro de :

1
+ _
reR"— f(r)= = a>0
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DU MAL A DEMARRER ?

7.1 La relation de récurrence a un pas de 2 et relie donc entre eux les coefficients d’indice de
méme parité.

7.2 P) Attention ! la méthode de résolution conduit 2 trois solutions. Sont-elles indépendantes ?

7.3 Pour démontrer la relation de récurrence utiliser la représentation de J, par la série. Méme
chose pour la représentation intégrale ; on admettra de plus la permutation de 1’intégration sur
t et de la somme sur & de la série.

7.4 Faire le changement de variable u = x+/|a|

7.5 Utiliser la représentation intégrale de J, établie dans I’exercice 7.3 E) (b).

Probléme 7.1
Passer en représentation complexe et utiliser la fonction génératrice des fonctions de Bessel pour

7 = eiwt
Probléme 7.2
e ) . 2t/p
Préliminaire : faire le changement de variable —— = ¢" ;
a

Dans ) (b) utiliser le comportement asymptotique des fonctions de Bessel pour sélectionner les
—t

solutions ; dans B (d) utiliser la fonction exponentielle intégrale E;(x) = / Ta’t.

Probléme 7.3

Si une série de Fourier est (identiquement) nulle tous ses coefficients sont nuls. Les équations
engendrées pour a, et b, sont des équations de Bessel. Seules les solutions régulieres a 1’origine
sont acceptables (amplitudes finies).

Probleme 7.4
D (b) Utiliser le résultat de 1’exercice 7.4.

D (c) On rappelle ques les J, ont une infinité de zéros.
P) (a) Dans I’équation d’onde remplacer ¢ par ¢/n; ou c/n, selon le milieu.
B (b) Utiliser Jé =—Jet K(’) = —-Ky;

F) (d) Pour trouver les conditions de résolution de 1’équation on peut soit étudier le signe de
chaque membre soit avoir recours a un programme Maple.

Probléme 7.5
F) (a) A un moment il faut utiliser la périodicité de I’intégrant.

E) Utiliser le résultat de 1a B (a).

I Utiliser la réciprocité de la transformation de Hankel.
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7.1 On rappelle que » > 0 et 2rv ¢ N. On cherche une solution sous la forme d’une série
généralisée

y(x) = Zanx'”“ ; ag £ 0
n=0

1 2
D En reportant dans 1’équation de Bessel : y” + —y’ + (1 - V—z) y = 0, on obtient
x x

= 1 & 12 —
;(n +a)n+a— Dax™ 2 + . ;(n + a@)a,x" + <1 — xz> ; ax"™* =0
a) On annule le coefficient du terme en x¢ 2 :

ala — Dag + aay — Vay = (a2 — 1/2) ay=0< a = tvpuisque ag # 0
et celui du terme en x* ',

ala+Day +(a+ Da, — via, = ((a +1)2 — Vz) a
On remplace « par +v
(£2v + 1)a; = 0 & a; = 0 puisque 2v # entier

b) La relation de récurrence liant les coefficients a,, et a,_, se déduit de I’annulation du coeffi-
n+a—2

cient de x pourn > 2:
n+a)n+a—Da, +(n+a)a, —va, +a, , = 0
[(n + a)2 — 1/2] a, = —a,_»
¢) Résolution de cette relation de récurrence
a = dv= (n+a)’—v>=n(n+2v)#0puisque 2v # entier

1
T n(n+ 21/)61”_2

Cette relation lie entre eux les coefficients de méme parité ; comme a; = 0, on a azy; = 0
Vk > 0.Pourn =2k (k> 1):

poura = v:a, = n>=?2

1 1
.
4% 2 2k +20) T T Rk k)
L (-1 GRS NGV
T AN [k + )k —1+v)- - (L+)] ° 2%k (k+v+1) "
= yx)=aql'@¥+1) XVZ D xk

2%k T (k+v+1)
k=0

ol ay demeure arbitraire.
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X\ 1 1 1
Pour x ~ 0 = ~ ”E(—) gy
2 Pour s W~ ax =) o T 0T 2T
a) On en déduit
oo k
x\" (-1 X\ %
wo- () Sariten ()
=13 ,; KT (k+v+1) \2
b) L’autre solution correspond a choisir &« = —v. Les calculs ci-dessus sont reproduits a I’iden-
tique et conduisent a
N (1) 2%

v ,x)=T(v+1Dayx™" Z AT r— 1)x
k=0 )

1 1
27" T'(—v+1)

Comme v est non entier I' (k — v + 1) est définie Vk. En prenant pour a¢y =

on obtient pour la seconde solution

J_(x) = () Zkvr((k_l)y+1) <x>2k

Les deux fonctions J, et J_, sont indépendantes puisque pour x ~ 0 la premiére s’annule
comme x” alors que la seconde est singuliere comme x~”.

¢)Si v = n € N le terme qui apparait au dénominateur de l’expression de J_,,
F'k—v+1)|,_, = I'k—n+1) = oo pour k < n — 1 puisque la fonction I' a des
pdles pour tous les entiers négatifs ou nuls (voir chapitre 1). Les termes correspondant dans
la somme sur k sont donc nuls et la somme démarre a k = n.

Jn(x) = ( )_n Z k!I‘((k —l)n +1) (x>2k

En utilisant le fait que pour k > n ,I'(k —n+1) = (k — n)! et en faisant le changement
d’indicel =k —n

I+n n , PN
0 = ()" L 6 - () R ()
= (D" Ju(x)

Les deux fonctions J,, et J_, ne sont donc pas indépendantes.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

On explore la méthode de résolution d’équations différentielles linéaires a coefficients non
constants par recherche de solutions sous forme de séries entieres ou de séries entieres généra-
lisées (multipliées par une puissance réelle ou complexe de x). Cette méthode sera développée
au chapitre 9.
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7.2 [ID Lafonction de Bessel modifiée I, satisfait I’équation : x2y"+xy’—(1+x%)y = 0 v e R
o0

On cherche une solution de la forme d’une série entiere y = g a,x"
n=0

o oo
= y = Zna,,x”*l y' = Zn(n — Da,x"?
n=0 n=0

oo
—ay + Z [n (n—1a, +na, —a, — an_z] x" =0 (les termes en x se compensent)

n=2
1
= ap=0 et ap = ———0p—2 n>=?2
n*—1
1
= ay =0 Aoyl = k>1

22k +2) %!
|

== g

On obtient finalement

o0

1 2k+1

Y@ =ary X1k + )1
k=0

. 1
Pour x ~ 0 la fonction y se comporte comme a@;x. On prend donc a; = 2

X > 2k+1

> 1
hix) = ; Kk + 1) (5

) La fonction de Bessel sphérique j, satisfait 1’équation

2
Y+ =y'+y=0
X

a) On cherche une solution de la forme y = Z a,x"*  (ap #0)
n=0

[o.¢] 2 o] oo
Z n+a)(n+a— Da,x"* 2+ = Z (n+a)a,x" '+ Z apx"* =0
X
n=0

n=0 n=0

On injecte dans I’équation et on isole les termes de méme puissance :
terme en X2 [a(a — 1) +2alag =0
= a=0oua=-1
termeenx®"'  [a(a+1)+2(a+D]a; =0
termeenx" 2 n>2 [(n+a)n+a—D+2m+a)a, +a,—o =0
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La premiere solution (réguliere) jy correspond a & = 0

termeenx | =24, =0=a; =0
n—2 —1
terme en x = a, = ——ay_»
nn+1)

Comme a; = 0 la série des coefficients impairs est nulle : ay.; = 0. Pour les coefficients
d’indice pair

-1 (—1)f
QG = ma2k72 = ay = mao
= Jol¥) =do /; (2(k i)f)v = a()%
La deuxieme solution correspond a o = —1
termeen x* ' [a(a+ D +2(a+D]a; =0xa; =0

Cette fois-ci I’équation ne permet pas de fixer a; qui reste arbitraire ;

—1
termeenx™* 2 n>2 (M- 1D —2)+2m — D]ay+dp_2 =0=a, = n =D
n(n —

Les deux séries de coefficients d’indices pair et impair sont présentes. On obtient donc appa-
remment deux nouvelles solutions en plus de jj, soit trois solutions ! Déterminons-les.
Commencons par la solution impaire que I’on note y;(x) :

—1 ( 1)k
=2k+1 = = =
n + A2k+1 Ok + 1)2k6l2k 1 W+ = (2k n 1),
=~ ) =a x_li (—l)k 2 sin x o i)
! Y k) 7 &0

Cette solution n’est donc pas une nouvelle solution. Regardons maintenant la solution paire,
yp(x) :

_ _ 1 (—1f (- 1)k
n=2k = ay= mazk—z = axy = 0] ———ap = yp(x) = apx Z (2k)'

COoS x

= yr(x)=ap

Seule cette solution yp est nouvelle et indépendante de la premiere, jy(x); on remarque que
ces deux solutions s’expriment en termes de fonctions usuelles.
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b) Vérifions que j,(x) = 211,,“ /2(x) est solution
\/ X

_— T g T | 1
Jn = \/EJn+1/2:>Jn—\/§[ﬁf,m/z—mfnﬂ/z]

. a | 1 1 3
= i = \/ 2 [ﬁ#h/z - m r;+1/2 + Wﬂm/z]

On injecte dans I’équation

. 2. nn+1)| . 1 1 nn+1) 1
Jn + ;J;ﬁ + [1 - xz] n = [ we1j2 ;Jyf+1/2+ <1 a2 aalen

2
1 (n+1/2)
= ﬁ [ r::-1/2+ ;Jn/+l/2+ (1 T2 Jne1/2
0

- %

puisqu’on retrouve 1’équation de Bessel d’indice n + 1/2 de laquelle J,,, /> est solution.

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La méme méthode que dans 1’exercice précédent permet d’obtenir les solutions de I’équa-
tion de Bessel modifiée et de 1’équation de Bessel sphérique. Ces dernieres s’expriment en
termes de fonctions simples. Rappelons que dans un intervalle donné une équation différen-
tielle linéaire d’orde n a n solutions indépendantes.

7.3 [) Fonction génératrice : on a I’identité :
X+ 1
o2 1)
2 z

PR ACESO N PRI NI R AC)

1 1
exp B(z - Z)] exp B(z - Z)}

n=—o0Q p=—00 g=—00
= > PHIWI()
pP,q=—00

On isole le terme en 7" en faisant dans la derniere somme le changement d’indices :
(p,q9) — (p,n = p +¢q). On obtient

o0

Lx+y)= > T p(y)

p=—00
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F) Relation de récurrence :

Utilisons la représentation en série enticre de J,,

. B et (_1)k x2k+2n
X Jnl) kzgk!(k+n)! 22k
. I = (Db 2k +2n)x ]
"] = ;k!(k+n)! 22ken
xyn—1 & (=¥ X\ 2k
= x"(= — 2 () =x"J,_
. (2) ;k!(k+n—l)! <2) X n1(x)
On a de méme
. & (_1)k X2k
T/ D K1k + )l 22k
k=0
J w oo (_l)k (2k)x2k—1 _, o (_l)k X2k_l
no/x"] = Zk!(k+n)! 2en Z(1<—1)!(k+n)z 22k
k=0 k=1
B i (_1)l+1 x21+1 B 1 (x)n_ﬂi (_l)l (x>2[
- 1201!(l+1+n)!22l+2+”_ x" \2 (U +n+1)I\2
- - n+l(x)/xn
On en déduit
nx"_lln(x)+x"J,:(x) = x"J,_1(x)
—nd,(x)/x" + T(x)/x" = =T (x)/x"

En combinant ces deux équations pour éliminer soit J, soit J, on retrouve les équations
(7.3,7.4). En particulier en faisant n = 0 dans 1’équation 7.3 : J(;(x) = J_ x) = —Jix)
puisque J_,(x) = (—1)" J,(x) (cf. exercice 7.1, D ().

E) Représentations intégrales
a) On rappelle (voir chapitre 1)

F@T'(y)

B(x,y) = T+ )

/2
i B(x,y)= 2/ cos® 1t sin? 1t dr
0

On en déduit

/2 1 1 1. 1T+ DIk +1
- 2k 2v 2 2
/0 s cos 2Bk S ) = kv )
1 2 7T/2
= : : / sin®* ¢t cos? t dt
I'k+v+1) L+ )@ +3) Jo
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dans la série qui représente J, (équation 7.2)

1
b) O lace ———
) nrempacer(k+v+1)

[e.e]

o x EDE 2 N w
J(x) = (§> Z T <§> F(k+%)F(v+%)/0 sin™ 7 cos™ t dt

2/ [T RN (EDF fx\ % sin®*
T Te+h )y > (2) LI

2k)!
22k

B i (x/z)l/ /2 . 00 (_l)k x 2k D2k [y o
J(x) = \/FF(V+%) ; cos™ t ; x (2) (2k)!smt dt

2 (x/2r [T? (D
= \/EIF(xy/+)l) ; cos? ¢ {Z ((Zk))' (x sin t)Zk} dt
2 k=0 ’

NZi

. . . 1
ol on a permuté intégration sur ¢ et sommation sur k. On rappelle I'(k + 5) =

On reconnait dans la somme le développement de cos(x sin¢)

_ 2wy
M= T+ D o

En faisant dans cette derniere intégrale le changement de variable

cos?” t cos(x sint) dt

: du 2 2
u=sint = dt = ———; (cost)” = (1 —u”)”
Vi e = me
on obtient |
2 2)”
By = 2 &2 /(1—u2)”—1/2cos(xu)du
\/EF(V"‘E) 0

Ce qu’il faut retenir de cet exercice
Ces diverses propriétés des fonctions de Bessel sont tres utilisées dans les calculs.

7.4 Sia > 0,onposea = k*etsia < 0, on pose a = —k*. On a donc k = +/|a|. Faisons dans

I’équation le changement de variable ¢t = kx avec z(t) = y(%). On a donc (dérivée d’une fonction

composée)

g _ _ _“ n &2
Y T ax drdx 00 Y T ax dx (k') gy =k

, dy dzdt ;o d [dy] d dr
“dax ardx " dx | dr

I/2 2.2

1 k
V'Yt a— D)y = 0= K+ Skt + (R — ) =0
x x2 t 12
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ol le signe = est celui de a. Si a # 0 = k # 0 on divise par k*

1 1 / VZ
a # 0=z +?y +(:|:1—t—2)z:O
a > 0=z(t)=J,(t)ouN,(t) = y(x) = J,(x\/a)ou N,(x+\/a)
a < 0= z(t)=1L(t)ou K,(t) = y(x) = L(x\/|a]) ou K,(x+/|a])

2
. . . . v . £ . N
Sia = 01’équation devient y”' + —y’ — — ¥ = 0 qui est une équation homogene ; pour v # 0 les
X

. 1 . .
solutions sont de la forme x*”. Pour » = 0 on a y""+—y" = 0 qui a pour solutions a + 8 In x avec
- X
a et B constantes arbitraires.
Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Ce résultat est exploité dans beaucoup de problémes aux limites dans la mise en ceuvre de
conditions aux limites et permet de sélectionner la forme des solutions (voir problemes 7.2,
7.3,7.4).

7.5 D La transformée de Fourier de la fonction

f@ = = 1] <1

est donnée par

IRV | , 2 (o
F(v) = —/ e A = —/ cos(2mvt)dt
T ) V1=t mJo V1I—12

ou I’on a utilisé la parité pour obtenir la derniere expression. D’apres la représentation intégrale
de I’exercice 7.3 B (b)ona
F(v) = JyQmv)

F) On en déduit

fi = / JoQmv)e ™ dy = Jo(x)e_’”dx:E}"(Jo)bw:t

— oo x=—2mv 27T —0oo

= F{J} =27 fQmv)

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

Cet exercice fournit un exemple de transformée de Fourier d’une fonction non bornée de £'
et aussi un exemple d’utilisation de la représentation intégrale de Jj.
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7.6 [I) Développement en série entiére de la fonction E x| <1
+x
L i Ny (23 BRI
Vit = 2 2 2 n!
oo 1 n 2n
- Z(——) [1x3x-xQn—1)]~
e 2 n!

1 > 2 2n)! rx\2
VERP e (2)

P) Par ailleurs on a

o~ (D" a2
Jo(x)zg )2 <§>

Prenons la transformée de Laplace de la série (qui converge uniformément sur R*)

2n
1 1 @2n 1 (2n)
LA{Jx)} = Z(_ ) (1) 22 p2nel Z(_ ) ( )

1 1
= p>1

1
P1+ 5 V1+p?

Ce qu’il faut retenir de cet exercice

La méthode de transformation de Laplace vue au chapitre 3 qui consiste a transformer terme
a terme le développement en série entiere de la fonction conduit ici a un résultat simple.

Corrigés des problemes

Probléme 7.1
La pulsation instantanée d’une onde modulée en fréquence a pour expression

Q@) = Qo + kw cos(wt)

ou () est la pulsation de I’onde porteuse, w celle de la modulation et k£ ’indice de modulation.
[D si le signal s’exprime par
f(#) = Agcos ¢(1)
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ou ¢(t) est la phase, la pulsation instantanée est donnée par

Q@ = dﬁit) = 0o + kw cos(wt)

=  ¢@) = Qot + k sin(wt) + ¢g

F) On peut écrire

f@t) = Agcos [Qot + k sin(wt) + d?o] — AoRe {ei(noHd,Oﬂ-k Sin(a)z))}
= ApRe {ei(QoH(bo)eik sin(a);)}

On utilise la fonction génératrice des fonctions de Bessel

o0

X 1 0 :eiwt . . .
exp |:§(Z _ E):| — Z Zn]n(x) Z:> P sin(wr) _ Z elnthn(x)

n=—oo n=—oo

= f(t):AoRe{ei“’o’*W > ei"wa,,(k)}

n=—oo

= A Z Ju(k) cos(nwt + Qot + ¢g)

n=—oo

La différence de ce développement avec une série de Fourier est que la pulsation instantanée
no + )y n’est pas directement proportionnelle a n ; si )y # mw (m € Z) la fonction n’est pas
périodique de période 27/ w.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

On voit dans ce probleme une application de la fonction génératrice des fonctions de Bes-
sel qui conduit ici a un développement simple d’un signal modulé en fréquence.

Probléme 7.2
ED Préliminaire

1 a? <1 a?
E[Zexp(—z)u(t)] = /0 Zexp(—g—pt)dt

[l )

2t dt
on pose \/ﬁ:e”:t: oot ™ = qu et (0, 00) — (—o0, 00)
a 2\/p t
1 a’ 1 [ >
L|—exp(——u(t)| = = exp [—a p cosh u] du = exp [—a p cosh u] du
2t 4¢ 2 J_ 0
= Kola/p)
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F) Fil chauffant
a) La transformée de Laplace de 1’équation est

O*u  10u ,Ou ¢ O*U 10U 2,
v Ma TV T e e AU

en tenant compte de la condition initiale u(r,t = 0) =

1
b) Ko(x) est solution de I’équation de Bessel modifiée y”' + —y’ — y = 0; Ko(ax) est solution
X

1
de I’équation de Bessel modifiée y”’ + —y’ — a’y = 0 (voir exercice 7.4) ; on en déduit que
la solution de I’équation ci-dessus est (ffc: la forme

U(r, p) = A(p)Ko(Ar\/p) + B(p)Io(Ar+/p)

ou [y est I’autre solution de I’équation de Bessel modifiée et ou A(p) et B(p) sont des fonc-
Ary/p
tions arbitraires. Le comportement asymptotique de Io(Ar+/p) ~ NN est incompatible
P
avec la condition : « u(r, t) bornée = U(r, p) bornée pour r — oo » et donc B(p) = 0.
¢) On prend la transformée de Laplace de la condition de flux

11mra—(r t) = —do £, hmra—U = —@

—0 Or o p

Par ailleurs

ou
lim r == = A(p) lim (Ary/P) TR V/p) = ~A(p)

0
O (Ary/p
On en déduit s
A(p) = =
p
d) On a donc :
1 o "1 A%r? do . A2
U = ¢po—Ko(A 1) = = - = S Ei(——
(r.p) = oK) St = b | 5z exp(— S TR
ou E est la fonction exponentielle intégrale (voir chapitre 1).

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

On retrouve de nouveau 1’équation de la chaleur résolue cette fois-ci par transformation
de Laplace. La représentation intégrale de la fonction de Bessel modifée K, permet de
prendre la transformation de Laplace inverse.
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Probleme 7.3
D On injecte dans 1’équation d’onde la forme pour f : f(r,6,t) = g(r, 8) cos(wt — ¢); on en
déduit I’équation aux dérivées partielles dont g est solution
g 10g 10% B w?
a2 o Troe 2t

F) On cherche g sous la forme

g(r,0) = ag(r) + Y _ an(r)cosnf + b,(r) sinnd

n=1
a) On a donc

"()+l'()+w—2 (r)+ i ”()+1’()+ o (r) ¢
ag (r) + ~ag(r) + —zao(r ay (r) + —a,(r 2~ 52 ) an(r)| cosn

1

3
I

- 1 (1)2 n2
+ ; [b,//(r) + ;b;(i’) + (? — r_2> bn(r)} sinnf =0
On en déduit
1 >
ag(r) + ;a(')(r) + C_2a0(”) - 0

1 2 2

a, (r) + —a,(r) + (‘”—2 — ”—2) a(r) = 0 Yn>1
r C r
1 2 2

by (r) + b, (r) + (w—2 — ”—2> by(r) = 0 Vn>1
r C r

. . @ . . ., .
b) En faisant le changement de variable z = —r (voir exercice 7.4) ces trois équations sont de
c
la forme 5

1
V'@ + =y @+~ Sy =0
Z Z

qui est I’équation de Bessel d’indice entier n (avec n = 0 pour la premiere). Comme les
fonctions a,(r) et b,(r) doivent étre bornées, en particulier en » = 0, on en déduit

a,(r) = Aan(%r) neN  b,(r)= Ban(gr) neN*

ou A, et B, sont des constantes arbitraires.

B Pour satisfaire la condition f(R,8,t) =0 = g(R, ) = 0 on doit avoir

g(R,0) = ao(R)+Zan(R)cosn0+bn(R)sinn0EO Vo

n=1

= vn AL LR =0etB,J,(2R)=0
C C
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On a une infinité de facons de satisfaire cette infinité¢ d’égalités : a chaque entier k£ on a une
solution donnée par

A, =B, =0 Vn#k
Ay et By quelconques et Jk(g R)=0
C

N £ . N . " . .. w .
La deuxieme équation a la encore une infinité de solutions obtenues en choisissant —R parmi
. . . . c
I’infinité des zéros de J; ce qui donne

k<
PR

Les solutions élémentaires correspondantes sont donc de la forme

Wrp =2 p=12 ..

fep(r,0,1) = Jk(zg‘)%) (Aj coskf + By sin k@) cos(zg‘)% )
et dépendent de deux entiers arbitraires k et p.
) Dans un mode de vibration donné (k, p) les lignes nodales sont données par
Jup(r,0,1) =0Vt
c’est-a-dire

Ay coskl + Bysinkf =

!
ou Jk(Zp R) =
N . ) ) Ai T
La premiere équation a pour solutions : tg k6 = "B, = cste = 0; = 6+ ]?’
j =0,1,..2k — 1. Les lignes nodales correspondantes sont donc k diametres faisant entre eux
T
un angle —.
La deuxieme équation a pour solutions : Zg()ﬁ = zf]k) avec ¢ = 1,2...p. Les lignes nodales
(k)
Z
correspondantes sont donc les p cercles de rayon r = R%.
Z

Les modes invariants par rotation sont ceux qui ne dépencf’ent pas de 6. Ce sont donc les modes
k=0

r ct
fO,P(ra 0, t) = JO(Zg))ﬁ)COS(Z;O)ﬁ — gp)

Visualisation Maple (version 10 ou supérieure) dumode k =2, p =1lavecR=1,c=1:

with(plots)

addcoords(z_cylindrical, [z,r,thetal, [r*cos(theta) ,r*sin(theta),z]) ;
animate( plot3d, [BesselJ(2,5.1356%r)*sin(2*theta)*cos(5.1356%t),
r=0..1,theta=0..2%Pi,coords=z_cylindrical,axes=BOXED], t=0..2 ) ;
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Ce probléme décrit la résolution de 1’équation d’onde & deux dimensions avec des condi-
tions aux limites fermées : les modes de vibration sont décrits par les fonctions de Bessel.

Probléme 7.4
ED Guide d’onde cylindrique métallique

a) W(p,z,1) = E.(p)e'**~“) est solution de I’équation
PV 10V 10" ¥ 10*°V B

+——+ = + - = =0
op> pOop p? o> 0z  ? o
En remplagant on obtient
1 2
E!'+ ~El+ [<3> - kﬂ E.=0 (7.13)
p c

2
b) On pose 6 = (w_2 — k?). On en déduit d’apres 1’exercice 7.4 que la solution est de la forme
C

8§ > 0= E.(p) = aJo(pVd)+ B No(pV5)
<

8 < 0= E.(p) = alo(p\/]8]) + B Ko(p/]8])
0 = 0= E,(p)=alnp+p

Les fonctions de Bessel modifiées n’ont pas de zéro et ne peuvent donc pas satisfaire la
condition de continuité; E, ne peut pas €tre singulier ni constant ce qui exclut la fonction
. . (W2 W\ 2 .
alnp + B. On doit donc avoir (—) —k*>>0.0n pose Y = (—) — k2. La solution non
. BN . . (% C
singuliere (en particulier en p = 0) est de la forme

E.(p) = EoJo(yp)

ou Ej est une constante arbitraire.
¢) Le champ électrique doit €tre nul sur la surface du guide : E (p = a) = 0 = Jy(ya) = 0.

i) On en déduit que ya = z, = vy, = Z—p, p = 1,2,... 00 {z,} est la suite croissante
des zéros de Jy. On a donc une infinité de modes de propagation caractérisés par 1’entier
p=1

ii) Onadonc y, = %p s (g)z — k= p ’ = d > p =>w> w(C”) :Zpg.Pourque

C a C q a
le mode p puisse se propager il faut donc que la pulsation de I’onde électromagnétique

satisfasse cette condition. La constante de propragation de ce mode est alors donnée par

I’expression
1 2
kp = 4/ w? — (wgp)>
c
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e c c R
En particulier si v < w(C” = z1— = 2.405— = . aucun mode ne se propage. D’ou
a

a
le nom de pulsation de coupure donné a w.. Si w, < w < wgz) seul le mode p = 1 se

propage. Si w§2> <w< w(f) les modes p = 1 et p = 2 se propagent, et ainsi de suite.
d) La composante transverse est donnée par

ik OE.(p) ik ik
Er(p) = o8 = S Eoydi(vp) = = EoJi(yp)
Y P Y Y

¥) Modes de propagation dans une fibre optique
2

1
a) £, et E>. (By, et By.) sont solutions de F"(p) + —F'(p) + (ew—2 — k*)F(p) = Ooluona
p c
c c
remplacé dans I’équation 7.13 la célérité ¢ par — = —= dans un milieu d’indice n = /€.
n €
- Dans la gaine le champ doit étre rapidement amorti dans la direction transverse :

2
E1;(p) (ou By,(p)) ~ ¢ . On doit donc avoir une équation de Bessel modifiée = €, w_2 —k*><0
c

et la solution retenue est celle qui est décroissante (K et non pas Ij).
- Dans le cceur, au contraire, il ne doit pas ;, avoir d’amortissement transverse ; on doit avoir

. . w .
une équation de Bessel ordinaire = €,— — k* > 0. De plus le champ est une fonction

.. c .
bornée Vp < a en particulier en p = 0; la solution retenue est donc Jy et non pas Ny.

2
. w
Gaine p > a Ei(p) = AiKo(Bp) Bi(p) = C1Ko(Bp) avec B =1\/k*— €15
2
w
ceurp <a  Ex(p) = Axdo(yp)  Ba(p) = CrJo(yp) avec y= € 5~ k2

ou A, Ay, C;, C, sont des constantes arbitraires.

b) Pour les modes TE : E;. = 0 (A; = A, = 0) = B, = E, = 0; les composantes
transverses sont données par

B, _ _&aBlz _ &8321
g B* 9p ¥y 0p
w w
E1¢7 — 7C7kB1p E2¢7 — 7c7szp
En remarquant que J; = —J; et K| = — K|

. ik iw
Gaine p > a Blp:ECIKl(,Bp) El(p:_EClKl(:Bp)

ik iw
ceurp <a By = —7C211(yp) Eyp = %Cle()’p)

¢) Les conditions de continuité des composantes tangentielles des champs en p = a se tra-
duisent par

Bi@) = Bx(a) = CiKo(Ba) = CoJo(ya)
Eig@) = Exla)= ——2CK\(Ba) = —CyJi(ya)
Be ye
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En faisant le rapport membre a2 membre on élimine les constantes arbitraires et on obtient
pour la constante de propagation k la contrainte :

Ji(ya) _ Ki(Ba)
yJo(ya) BKo(Ba)

On définit

/ 2 / 2 2.2
w w w~a
x:Ba:a k2—61—2 y=vya=a Ez—z—kz x2+y2:(€2_61) 2 :q2
c C c

La contrainte se reformule

Six)  Ki)
x Jo(x) yKo(y)

d) Les fonctions K et K; sont positives. Les fonctions Jy(x) et Ji(x) varient (dans ce tableau

&1 =2,405 est le premier zéro de Jy, ; =3,832 le premier zéro de J; et &, =5,520 le
deuxieme zéro de Jy).

x 0 &1 M &2
Jo(x) | 1 positif 0  négatif négatif 0
Ji(x) | O positif positif 0  négatif
RN . w w . .
k est contraint a rester dans ’intervalle | —/€1, —\/5] ce qui entraine pour x et y
c c
w )
X q N O
y 0 /g
On peut visualiser 1’apparition des modes par une analyse graphique de 1’équation.
K
La figure 7.3 représente en trait plein et — 1) en trait pointillé, pour g = 5.
xJo(x) YKo |, = /o=
K
En faisant varier ¢ on déplace la droite verticale, asymptote de — Kl((y)). Il apparait clairement
Y&oly
que pour ¢ < ¢ la courbe pointillée et la courbe pleine ne se coupent pas : il n’y a pas de
. . J . . .
solution. Si g > ¢ alors }((ya)) devient négatif et une solution apparait. En d’autres termes pour
YJolya
w < w, = §{,——=——=1ln’y a pas de propagation. Pour w > w, les modes TE apparaissent.

o a(e—e€) T .
Le graphique de la figure 7.3 indique que le second mode apparait pour g > &,
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N
JAT()
: e \
N
& i
0 T R el 7 g
K (WK AY)
i gds

Figure 7.3

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

De nouveau I’équation d’onde, mais a trois dimensions en milieu semi-infini cylindrique :
les modes de propagation des ondes électromagnétiques sont décrits par les fonctions de
Bessel. Dans les deux questions remarquer le role fondamental du résultat de I’exercice 7.4
qui conduit a sélectionner la forme de la solution du probléme et les modes de propagation
selon les conditions aux limites.

Probléme 7.5
D On effectue le changement de variable dans I’intégrale de Fourier ; on a

w1X1 + wrxy = kr (cos 6 sin ¢ + sin 6 cos ¢p) = kr sin (¢ + 0)
et
G (w,w) — Gk, ) ; g(x1,x) — &(r,0)

~ R 1 — ~
Gk, ¢) = / e~ TG0 §(r,0) rdrdd i g(r,0) = — / ¢S Gk, p) kdk dop
R m)* Jre

F) On prend 3(r, 6) = ¢ f(r) o n € N. Alors

G(k, ¢) —_ / efikr Sin(¢+0)ein0f(r) rdrd@
RZ

0o 21
— / {/ e—ikr Sin(¢+9)ein0d6} f(r) rdr
0 0
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a) On note [, (¢) 'intégrale

2m 27+
—ikrsi 0) inb _ —ikrsi .
I, (¢) — / el r sin(¢+ )em do = e lnqb/ e Mm(u)em“du
0 u=ao+6 )

L 2w
La fonction e~k sin@eint et 27 périodique, donc 1’intégrale / e~ ikrsin@gintt gy pe
- o ' ¢
dépend pas de ¢ et elle est égale a e iwsnWeinu gy — 24 J,(x) (voir représentation
—7
intégrale dans le rappel de cours) ; donc

L(¢) = 2me™"? J,(kr)

b) On en déduit

Gk, ¢)

/OO L($)f(r) rdr = 2mwe " /OO Ju(kr) f(r) rdr = 2 e " F (k)
0

0

avec F(k) = / OorJn(kr)f(r)dr
0

E) On écrit que g est la transformée de Fourier inverse de G :

§r.0) = MfGy= / eSO Gk, ) kdk de
Q2m)? Jre

1 0o 21 o )
— {/ ezkr sm(¢+0)ezn¢d¢} F(k) kdk
0

27 Jo

L’intégrale entre { } n’est rien d’autre que 7,,(0) = 2a¢'™ J,(kr). On en déduit
fr)y= / Jo(kr)F (k) kdk
0

) La transformée de Laplace de Jj a été calculée dans I’exercice 7.6 ; le résultat est

1
C =

1

En utilisant la propriété de la transformation de Laplace L(f(at) = —F (E) on déduit la trans-
a a

formée de Laplace par rapport a k de Jo(kr) (r > 0)

1

2+ p?

Ly {Jotkr)} =
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Donc

1 > > e Pk
= / Jolkr)e Pk dik = / Jo(kr) kdk
0 0

\/r2+p? k
1 e Pk 1 e~k
\/r2+ p? 0 k 0 Vr? +a? k

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La transformation de Hankel est utilisée pour résoudre des problemes de potentiel en coor-
données cylindriques.
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FONCTIONS
ORTHOGONALES

RAPPELS DE COURS

L’espace £ est I’espace vectoriel des fonctions de carré sommable :
oo
feLt = / | f(6)|* dt bornée
—0o0

Ces fonctions modélisent les signaux d’énergie finie.

On définit de fagon plus générale sz(a, b) qui est I’espace vectoriel des fonctions de carré
sommable sur I'intervalle [a, b] par rapport a la mesure du = w(t)dt ou w est une fonction
définie continue sur [a, b], positive sur la, b[ appelée fonction de poids.

b
f € L2(a,b) <:>/ w(t) | f(t)|* dt bornée

On a donc £* = £%(R).
Ces espaces vectoriels sont des espaces de Hilbert :

« on peut y définir une norme

b 1/2
feLy@b)=|f|l= [/ | w(t)dt]

« la convergence d’une suite : { f,} converge vers f dans £2 (a, b)
lim ||[f,— fl| = 0 <= Ve 3IN(e) telque

b
n o> N:>/ | £ — f(O)? wt)dt < €

« on peut définir un produit scalaire hermitien

b
(f,8) = / w(t) f(r) g(t) dt
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Enoncés des problémes

« et une base dénombrable orthonormée {¢, } :
Y,m) € N* (b, ) = um
Vf € Lia,b) FHan} (an€Crtelque [ = andy
@ = . ) n

2

b
Larelation f = g a, ¢, signifie lim / w(t) dt = 0.
n—oo a
n

FO = ()
k=0

e Relations de Plancherel et de Parseval

F=> by 8= Budn=(f8) = Y @p, (Plancherel)
= [ £1I°

> laa* (Parseval) (8.1)

ENONCES DES PROBLEMES

Probleme 8.1 La base de Fourier

On se place dans I’espace 52(0, T) c’est-a-dire I’espace Ezw(a, b)avec w(t) = let[a,b] =1[0,T].
On pose w =27 /T.
ED Montrer que les fonctions

1.
bp it (1) = — " nez

VT

forment une suite orthonormée dans £> 0, T).

F) On admettra que cet ensemble constitue une base dans £2(0, T'). Exprimer les coefficients
{a,} de la décomposition de f sur cette base.

E) Les fonctions T —périodiques et qui satisfont le critére de Dirichlet sont dans £2(0, T') ; quelle
relation existe-t-il entre les coefficients {a, } et les coefficients de Fourier complexes {c, } ?

) A partir de la relation de Parseval || f||* = Z |, |* retrouver la relation de Parseval liant les

n
coefficients de Fourier et la fonction f.

B) On considere la fonction f : t — f(t) = | sin(wt)].
a) Vérifier que f € £2(0,T).

b) Ecrire le développement de Fourier de f et la relation de Parseval. Que peut-on en déduire ?
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Probléeme 8.2 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

On définit la suite des monémes : u,, : x — u,(x) =x" n e N.

ED On se place dans I’espace £*(—1, 1).
a) Montrer que les fonctions u, sont bien dans £3(—1, 1).
b) La suite {u,} est-elle orthogonale ?

) On construit la suite {P,} de polyndmes orthogonaux dans L*(—1,1) (ces polyndmes sont
les polyndmes de Legendre) par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt qui est une
construction par récurrence.

a) On part de Py de degré O :
Py(x) =1

puis on construit P; (de degré 1) par
Pi(x) = ajui(x) + ag Po(x)
ol les coefficients ag et o sont déterminés a partir de la condition d’orthogonalité
(Po, P1) =0
et de la condition de standardisation
P(1)=1

Déterminer explicitement le polyndéme P;(x).
b) On généralise le processus : supposons qu’on ait déja déterminé {P;} ,k = 0,1,...n — 1. On
cherche P, sous la forme

n—1

Po(x) = attn(x) + Y _ e Pe(x)

k=0
Les coefficients {ay } ,k = 0, 1, ...n sont déterminés en imposant 1’orthogonalité de P, avec
{P:},k = 0,1,...n — 1 ce qui fait n équations. La derniere équation est la condition de

standardisation, ici P,(1) = 1.
Déterminer explicitement les polyndmes P, et P5 selon ce schéma.

n va appliquer le processus de la question précédente pour construire la famille de polyndmes
O ppliquer le p de la question précéd p ire la famille de polynd
pn } orthogonaux dans a, b) ; supposons qu’on ait déja déterminé {p;} ,k =0,1,...n — 1.
h d £ﬁ}( b) ’ it déja dé iné k=0,1 1
On cherche p,, sous la forme

n—1
Pa(X) = ity (X) + Y aepix)

k=0

a) Montrer que
B (uru Pk)

2
[ el

ay = a, k=0,1,..n—1
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Le polyndme p,, est maintenant défini a une constante multiplicative prés (a, par exemple)
qui est déterminée par la condition de standardisation (par exemple P,(1) = 1 dans le cas
des polyndmes de Legendre).

b) Déduire de la question précédente que si la fonction de poids w est paire et que I’intervalle
(a, b) est symétrique par rapport a 0, alors les polyndmes p,, sont de parité (—1)" (c’est le
cas des polyndmes de Legendre P,).

) On va construire trois familles usuelles de polyndmes formant des bases orthogonales dans des
espaces C%)(a, b) dont les caractéristiques sont données dans la table ci-dessous (dans laquelle
on a rappelé pour mémoire 1’espace de Legendre étudié a la question 2).

Dn w(x) (a,b) Standardisation
Legendre P, |1 [—1,1] P,(1)=1
Hermite H, e ]—o00,00[ coefficient directeur de H, = 2"
1

Tchebychev T, [—1,1] coefficient directeur de 7,, = 2"_1, n>l1

V1 —x? etTo =1

Laguerre L, |e™* [0, oo L,0)=1

Pour chaque famille construire les premiers polynémes (jusqu’a n = 3) et calculer leur norme.

Pour cette derniére question on pourra utilement calculer au préalable, pour n € N, les
trois intégrales

fe'e) 1 n o
2 X
I, = x"e ™ dx ;U :/ —dx ; K :/ x"e *dx
l /—oo " 1 V1 —x2 8 0

Probleme 8.3 Théoreme a propos des polynomes

Etablir que si Qy(x) est un polyndéme quelconque de degré N et {p,} la base de polynomes
orthogonaux dans £i(a, b) alors

(On.px)=0 Vk>N

Probleme 8.4 Orthogonalité et équation différentielle

Chacune des quatre familles de polyndmes définies dans le probleéme précédent est issue d’une
équation différentielle du second ordre de la forme

a(x)y" +qx)y" + A,y =0 (8.2)
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ou ¢ est un polyndéme de degré inférieur ou égal a 2, g est un polyndome de degré 1 et A, une suite
numérique monotone sur N. De fagon explicite :

Pn ox) g A
Legendre P, | 1—x> —2x nm+1
Hermite H, |1 —2x 2n
Tchebychev 7, | 1—x*> —x n?
Laguerre L, |x 1—x n

Nous allons établir que ces familles de polyndmes jouissent d’un ensemble de propriétés com-
munes qui résultent de la forme de 1’équation différentielle.

ED Déterminer, pour chaque famille {p, } les fonctions p et w telles que 1’équation (8.2) puisse
se mettre sous la forme (appelée forme de Sturm)

d
a[p(X)P,/,(X)] + A w(x)pu(x) =0 (En)
Vérifier dans chaque cas que :

« la fonction p est continue et satisfait p(a) = p(b) = 0 ot [a, b] est I’intervalle de définition de
la famille considérée ;

« la fonction w est définie continue sur [a, b] et strictement positive sur ]a, b[.

b
¥) Orthogonalité : En calculant / {pn X (Ep) — pm X (E,)} dx établir la relation d’orthogo-

nalité

b
/ W) py(X)pm(x) =0 sim #n

B Formule de Rodrigues : En dérivant k fois 1’équation (8.2) pour k € [0, n] et en mettant sous
forme de Sturm 1’équation obtenue pour pf,’f) établir

A, d"
w(x) dx"

pn(x) = [wx)o" (x)]

ou A, est une constante caractéristique de la famille considérée.
E) Relation de récurrence

a) Etablir que

n+l

xpa(x) =Y aypi()
k=0
b) Montrer que oy = O pour k < n — 1.
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¢) En déduire la relation de récurrence

Pni1(xX) = (an + by x)pp(x) + c pr—1(x)

ol les coefficients a,, b, et ¢, se déduisent des «,,.

B Les zéros de p, sont tous réels et dans la, b[
a) Montrer que p, (n > 0) change au moins une fois de signe dans Ja, b[.

b) Supposons que p, change k fois de signe dans ]a,b[ (avec k < n) et désignons par
X1, X3, ...X; les positions de ces changements de signe (zéros de p,). On construit le poly-
néme Qi(x) = (x — x)(x — x2)...(x — x;). De I’évaluation du produit scalaire (Qy, p,)
comment déduire que nécessairement k = n ?

Que conclure ?

Probleme 8.5 Application des polynomes de Tchebychev a
Poptimisation de filtres fréquentiels

Un filtre passe-bas idéal a un gain de G pour v < v, (fréquence de coupure) et de O pour v > v,.
Le théoréme de Paley-Wiener nous dit qu’un filtre idéal ne peut pas exister. Un filtre réel est
donc une approximation de ce gabarit idéal (voir figure 8.1) pour lequel le gain est le plus proche
possible de G dans la bande passante, passe le plus rapidement possible de G a 0 autour de la
fréquence de coupure (bande de transition) et est le plus proche possible de zéro au-dela (bande
atténuée).

IG(v)I (dB)

0 /\/ A\ _—Filtre idéal

-94

Filtre réel

-92

Ve V2

— > —>

Bande passante Bande de Bande atténuée
transition

Figure 8.1
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Il y a donc de multiples fagons d’optimiser le filtre réel pour approcher le gabarit idéal. Le filtre
de Tchebychev est celui qui, pour un ordre donné n, réalise la meilleure approximation du gabarit
dans la bande passante (en un sens qui est précisé ci-dessous). Nous allons le montrer.

Pour cela, nous définissons la fonction f par

GZ
G| = —-2
| | L+[fGHP?
ou
Filtre idéal Filtre approché
fx) = 0 pour |x|<1 fx) ~ 0 pour |x]<1
= oo pour |x|>1 > 1 pour |x|>1

Pour un filtre d’ordre # la fonction f est un polyndome de degré n. Si on veut optimiser le filtre
dans la bande passante il faut trouver dans I’ensemble P des polyndmes de degré exactement égal
a n celui qui approche le mieux zéro (au sens de la convergence uniforme) pour x € [—1, 1],
c’est-a-dire celui qui rend minimal la quantité

M(p)= max |p(x)] (8.3)

On rappelle (voir probleme 8.4) que les polyndmes de Tchebychev forment une base orthogonale

dans £2(—1, 1) avec w(x) = ———
Chhwew® ===

(A —xHT) —xT/ +n°T, = 0
T,(1) = 1

et qu’ils sont solution de 1’équation différentielle

D On fait le changement de variable x = cos 6 dans I’équation différentielle
a) Etablir que
T,(cos 8) = cos(n) (8.4)
b) Retrouver I’expression des premiers polyndmes.
¢) Quels sont les zéros et les extrema de 7,(x) ?
d) Etablir la relation de récurrence T,_; + T,.y = 2xT, et en déduire que pour n > 1 le
coefficient directeur de 7, est 2" .
F) On note P I’ensemble des polyndmes de degré exactement égal a n (n > 0) et de coefficient

directeur égal a 1. On définit YA"n = FT"' On a donc fn eP.

a) Calculer M(YA}) ou M est défini dans 1’équation (8.3).

b) Soit p € 73, p# ﬁ, Supposons que M(p) < M(ﬁ,). On définit le polynéme g = T, — p.
i) Déterminer le degré de q.
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ii) Déterminer le signe de g(cos kz) pour k =0an.
n

iii) En déduire qu’il ne peut pas exister de polyndme p € P tel que M(p) < M(fn).
Le filtre de Tchebychev est obtenu en prenant f = €7}, ol € est un parametre ajustable. C’est donc
le filtre d’ordre n qui s’écarte le moins possible du gabarit idéal sur I'intervalle [—1, 1]

Probleme 8.6 Base orthogonale et fonctions de Bessel

La fonction Jy a une infinité de zéros réels positifs non dégénérés. On désigne par {z; } .k = 1,2, ...
cette suite. On construit une famille de fonctions {u;} ,k = 1,2, ... définies par uy(x) = Jo(zxx).

ED Ecrire I’équation différentielle (E;) dont u est solution.

B En intégrant entre O et 1 la combinaison d’équation u; x (E;) — u; X (E;) montrer que

1 1
/ xur(x)u(x)dx = Ny Sy o Ny = / X ]uk(x)|2 dx
0 0

Cela établit que cette famille constitue une suite orthogonale sur (0,1) avec fonction de poids x.

E) Nous allons déterminer la valeur de Ny = [|ug]|*.

1 / o /
a) Montrer que / X [l/tk(.x)]2 dx = lim { lim ﬁJO(a)JO(Bz) aJO(IB)JO(a')} )
0 a— 7y ﬁ*)()( a“ — 182

b) A I’aide d’un développement pour B ~ «, établir que I’expression entre { }ci-dessus peut
o1 2
s*écrire 5 (Jo(a)™ — %JO(a)Jé(a) — 5Jo(a)J(;’(a).

_ 1 1
¢) En déduire que N, = 3 (Jé(zk))2 =3 (Ji(z0)* -

La famille de fonctions {uy} constitue une base orthogonale dans 1’espace des fonctions réelles
de carré sommable sur (0,1) avec fonction de poids w (x) = x. On aura donc pour une fonction de
cet espace

1
Wi, /) _ L/ xup(x) f(x)dx
0

00
f = E CrUk ou Cr =
P Ny Ny

(voir probléeme de potentiel 9.9). Remarque : chaque fonction de Bessel J, permet d’engendrer
une base orthogonale ui”) (x) = J,,(z,(c”)x) ou les {z,((”)} k = 1,2... est la suite des zéros de J,. Ces
bases sont toutes indépendantes.

Probleme 8.7 Propriétés des polyndmes de Legendre

On rappelle que les polyndmes de Legendre sont représentés par la formule de Rodrigues
(_ 1)”[ dﬂ
2mn! dx"

Py(x) = [(1 —x%)"] (8.5)

En déduire :
ED que les P, ont la parité (—1)";
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2n)!
ue le coefficient directeur de P, est donné par : «, = & ;
9 q p 2 1)
"(n!
E) que le terme constant est donné par
n!
P,(0) = (1) ——— pour n pair
(O = (D pournp

= 0 pour n impair

2
) que la norme des P, est donnée par : || Pn|| = {/ —— ;
2n +1
B que

(2k)!
22k (k + 1)!

B que la relation de récurrence s’exprime par 2n + D)x P, =nP,_1+ (n + 1) Pyy1.

1
/ Ponr (x)dx = (=1
0

DU MAL A DEMARRER ?

Probléme 8.1 T
Le produit scalaire est défini par (¢, d,,) = / &, (), (t)dt. Ensuite se laisser guider par le
formalisme rappelé en début de chapitre. 0

Probléme 8.2
E) Utiliser I’orthogonalité : (p,, px) = 0si k # n.

b
Calcul des normes ; on rappelle || p,, 2 = w (x) p2 (x)dx.
PP n

Probléme 8.3

Un polyndme de base de degré n est une combinaison de mondmes de puissance < z ; montrer
qu’inversement un mondme est une combinaison finie de polyndmes de base. On en déduit le
résultat.

Probléme 8.4

D Identifier I’équation (E,) a I’équation standard multipliée par une fonction inconnue w.
E) L équation pour p® sera évaluée de facon récurrente pour k décroissantde n — 12 1.
) Utiliser (x P, Q) = (P, x Q) et le résultat du probléme 8.3.

b
I Rappelons que si f continue, non identiquement nulle, est telle que / fx)dx = 0 alors f
change au moins une fois de signe dans Ja, b]. ¢

Probléme 8.5
D (a) On montrera que sin(n) n’est pas un polyndéme en cos 6.

F) (b) Compter les changements de signe du polyndme q.
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Probléme 8.6
Pour [ED utiliser le résultat de I’exercice 7.4.

Pour B (a) il faut utiliser la méme méthode que pour D et B en remplacant u(x) = Jo(zxx)
par u,(x) = Jo(ax). Pour (b) on pose B = a + € et on fait un développement au 1° ordre en €.

Probléme 8.7

E) Utiliser la formule de Leibniz (voir chapitre 1).

(_ l)n dn
2'n! dx"

) Dans I'intégrale qui définit || P, ||* remplacer P2 par P, x
par parties.

1 —x2)"| et intégrer
(1= )] g

Corrigés des problemes

Probléme 8.1

On se place dans I’espace £2(0,T) correspondant 2 w(r) = 1 et [a,b] = [0,T]. On pose
w="2m/T.

D Soit la famille de fonctions

et nez

¢n:t'_’¢n(t):

Sl-

Etablissons que ces fonctions sont orthonormées :

! 1 —inwt 1 imwtdt 1/T i(m—n)wtdt
— € — € = — e

o VT VT T Jo

1

i(m—n)wt ‘T
0

n#m= (¢n, dn)

n —meT = 0 puisque wT =27
m—n)w

e X e Y .
n=m ny n = n = — e — e — —

o VT VT T Jo
=1

) La fonction f se décompose sur la base orthonormée {¢,, }

fELOT)=f = > ary

nez
1 ’ —inwt
a = @)= o /0 e £ ()dt

E) Les fonctions T —périodiques satisfaisant le critére de Dirichlet sont dans £2(0, T) ; les coef-
ficients de Fourier de f sont reliés aux «, :

Cp = 1 /T e " f(H)dt = La
n T 0 \/T n
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) Appliquons la relation de Parseval, équation 8.1 :

T
AR = el = / FOPdr =Y Jan = VT e

On retrouve bien la relation de Parseval des séries de Fourier (chapitre 1)
I 2 s
o 0P dr=3 e
0 nez
E) On considere la fonction f : t — f(t) = | sin(27t)|.
a) On vérifie que
1
2 : 2 1 2
|- = |sin(27r1)| dt:5<oo:>f€£(0,1)
0

b) Ecrivons le développement de Fourier de f

1 ) /2 1 '
cn = / e | sinQart)|dt = / e M sinQart)dt — / e sinQQart)dt
0 0 1

/2

[

1/2 1/2
= — [/ e—i(n—l)Zﬂ'tdt . / e—i(n+1)277tdt
2i | Jo 0
1 1
o / e—i(n—l)Zﬂ'tdt + / e—i(n+1)27rtdt]
1/2 1/2

= (=D [ 1 . 1 . 1}_1—(—1)"+1 1
4 n—1 n+l n—-1 n+l1l T n2—1
2 1
Ch = T_gE1 cous1 =0

On déduit de I’égalité de Parseval

1
1
HfH2 = / ]sin(27rt)|2dt:§
0
4 > 1
]cn]2 = — |1+2 S
2l = | ey
= — = 4=

Ce qu'il faut retenir de ce probléme

Les séries de Fourier apparaissent comme des développements sur une base orthogonale.
La convergence en moyenne quadratique de la série mise en avant dans 1’étude des séries
de Fourier est simplement la convergence en norme dans I’espace £2(0, T).
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Probléme 8.2
On définit la suite des mondmes : u, : x — u,(x) =x" n € N.
ED On se place dans I’espace £>(—1, 1).

1

a) On a [[uy] |2 :/ Wy —
—1

el <= la suite {u,} est dans £*(—1, 1).

b) La suite {u, } n’est pas orthogonale :

Pa— [1— (=1)™*"*'] # 0'sim +n est pair.
n+m

1
(un,um)z/ x"Mdx =
—1

F) Construction de la suite { P, } , ot n est le degré du polyndme, avec P,(1) = 1 = Py(x) = 1.
a) Détermination du polynéme P;(x) = aju(x) + aoPo.
1

(Py, P1)=0 /(a1x+a0)dx:2a0:0 ag=0
—1

Pi(1)=1 = a;p =1
b) Détermination des polynémes P, et P;3.
Commencons par P, ()f) = arur(x) +1a 1P1(x) + agPy(x).

2
(Py, P,) =0 az/ dex + a’o/ dx =0 gaz +2ap=0
-1 1

= Pi(x)=x

1 1 -
(P, P)=0 az/ x3dx+a1/ xzdx =0 2a;=0 2 2
-1 1

Pz(l)zl = ar+ag=1
Détermination du polyndme P3(x) = asus(x) + az Po(x) + a1 P1(x) + ag Py(x).
(Po, P3)=0 = ap=0
2 2
(PP =0 = —as+zar=0 L _ p o0 S 3.
(Py,P)=0 = a=0 22
Pg(l)zl = a3+a1:1

E) On se place maintenant dans 1’espace Eﬁ)(a, b) ; on cherche p, de la forme

n—1
Pu(X) = attn(X) + Y o prx) (8.6)
k=0
a)Ona:
(Pasp) = 0 Vie[0,n—11= a, s, p)+a||pl>=0
a = _(un,le)an 1=0,1,..n—1
| p1]|

b) La fonction de poids w est paire et I'intervalle [a, b] est symétrique par rapport a 0 ; suppo-
sons que py soit de parité (-1 pour k = 0, 1,...n — 1 montrons que p, est de parité (—1)".
Le polynéme u,, est de parité (—1)". Si k et n sont de parité différente, le produit scalaire
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(un,, pr) est nul car c’est I'intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par
rapport a I’origine. Ceci entraine que les coefficients a; sont nuls pour les valeurs de k£ dont
la parité est différente de celle de n ; p, (éq. 8.6) est donc une combinaison de polyndmes

qui sont tous de méme parité (—1)".
) Nous allons construire les polyndmes de Hermite, Tchebychev et Laguerre selon le processus
de Gram-Schmidt. En appliquant le résultat de [E) (b) on constate qu’a I’instar des polynomes

de Legendre, les polyndmes de Hermite et de Tchebychev sont de parité déterminée.
Le calcul des différents produits scalaires intervenant dans 1’évaluation des coefficients est faci-

lité si on évalue au préalable les intégrales :

fe'e) 1 n oo
2 X
I, = x"e ™ dx ;U :/ ——dx ; K :/ x"e *dx
! /—oo " 1 V1 —x2 8 0

Remarquons que par symétrie I, et J, sont nulles pour n impair : I>p.1 = Jope1 = 0.

o o) S 1
L, = / x2pe_x2dx:2/ xe " dx :7/ ”p_l/2e_ud”:F<P+§>
— 00 0 u=x=Jo
1 2p 1 2p 1
X X
b, = 7dx:2/ —dx = /u”_l/z 1—u)""?du
2p /_1 V1 — x2 0o V1I—x2  u=xJy (
N3 1
= B(p+1/2,1/2) = *+—T + =
(p+1/2,1/2) = FT{ p+5
K, = / x"e *dx = n!
0

Le résultat pour les premiers polyndmes est donné dans la table ci-dessous (les calculs sans
difficulté ne sont pas détaillés) : dans les trois casona Hy = Tp = Lo = 1.
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DPn n=1 n=>2 n=73
3 1 5 3
L P, e i
egendre ; 7% 5 7% ; 7%
1P, 1? Y z >
3 5 7
Hermite H, 2x 4x% =2 8x3 — 12x
IH* | 2v/7 8/ 48/
Tchebychev T, x 2x? — 1 4x® — 3x
- 5 >
2 2 2
1 1
Laguerre L, —x+l (x* —4x +2) c (—x’ +9x> — 18x +6)
L, | 1 1 1
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Cette méthode d’orthogonalisation permet de construire les premiers polyndmes a partir
desquels la relation de récurrence obtenue dans le probléme 8.4 question 4 permet d’en-
gendrer toute la suite.

Probléme 8.3
Soit Q y(x) un polyndme quelconque de degré N, {p,} la base de polyndmes orthogonaux dans

Ei)(a, b) et {u,} la suite des mondmes u,(x) = x";ona p, = Z a,(cn)uk ; on peut écrire cette
k=0

identité sous forme matricielle.

Po a’ 0 - 0\ /ug
P1 agl) a(ll) 0 Uq
D a81) a(ln) L. a;n) U,

La matrice & = {a,((")} est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont non nuls

puisqu’ils correspondent au coefficient directeur de chaque polyndme. Le déterminant de cette
matrice est donc non nul et la matrice est inversible. La relation inverse montre que u, est une
combinaison de p; pour k = 0 a n, uniquement. Un polyndme quelconque Q y(x) de degré N est
une combinaison de u,, pour n = 0, 1...N et donc de p, pourn =0,1...N.

N
On(x) = arpi(x)
k=0

Le polynéme Qy n’a donc pas de composante sur les { p, } au-dela de n = N ce qui implique que
(QN7pn) =0sin> N.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme
Ce théoreme est utilisé fréquemment dans les démonstrations reposant sur I’ orthogonalité.

Probleme 8.4

ED On identifie la forme standard de I’équation différentielle 4 la forme de Sturm aprés multipli-
cation par une fonction inconnue w

standard x w : w(x) [o(x)y” +qx)y" + 4, y] =0
Sturm développée : p(x)y" +p'(x)y + A, w(x)y =0
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On en déduit

wx)o(x) = px) et wx)gx)=p'(x)
P qx)
p(x)  ox)

= p—exp[/%dx] et wzg

L’équation étant homogene p et w sont définis 2 une méme constante arbitraire prés que nous
prendrons égale a un.

On obtient pour les différentes familles :

Polynéme Equation p(x) w(x) (a,b)
/
-2
Legendre  p,  EW _ 72X o 1 (—1,1)
p(x) 1 —x2
) p'(x) 2 2
Hermite H, = —2x e e (—00, 00)
p(x)
p'(x) —X 1
Tchebychev T, = V1i—-x2 —— (-1,1
p(x) 1—x2 _ 2
/
1—
Laguerre L, P = al xe ¥ e (0, 00)
p(x) x

Dans la dernieére colonne du tableau ci-dessus apparaissent les deux valeurs qui annulent p(x)

et qui définissent I’intervalle (a, b). On vérifie que la fonction w est bien définie positive dans
I’intervalle ouvert |a, b[.
b

¥) Orthogonalité : En calculant / {Pn X (E) — pm X (Ep)}dx ou (E,) est le membre de
gauche de 1’équation différentielle sous la forme de Sturm on obtient

b
/ {pn X [(pp,’n)/+/\mw(x)pm} — P X {(pp;)/ — )\,,w(x)p,,} }dx =0
b b
[ (oo om) = pu or) | dx = 201 [ woopapads = 0
a a
Dans la premiere intégrale on intégre par parties
b 7/ Y AN AL
/ [Pn (prh) — pm (PP} } dx = pa(pp))|, — pm (pP))|,

— /ab [ph (pp1) — o (PP))] dox

= 0
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Corrigés des problemes

car p(a) = p(b) = 0. On en déduit
b
(Am - /\n)/ w(x)pmpndx =0

b
= / wX)p,(X)pu(x)=0 sim#n

car pour m # n on a forcément A,, # A, (suite monotone).

E) Formule de Rodrigues. On dérive k fois 1’équation standard

dk

s (o) py +q(xX)py + Apa] =0

en remarquant que o est de degré au plus deux, et ¢ de degré un, on a, grace a la formule de
Leibniz (voir chapitre 1)

1
(ap;l/)(k) — Upflk+2) + ka_/pglk+l) + Ek(k - 1)0'/,P,(1k)
)(k)

(k+1)

= qp"V +kq'p

(ap,
®) .

On obtient une équation d’ordre 2 pour p,,

1
ap + (ko' +q) pih + (5"(" — 1o +kg' + /\n> p® =0

qu’on peut mettre sous forme de Sturm

/
(pepD) + wemep =0
avec
1
M = Ek(k — D" + kq/ + A,
/ k /+
Pr _ kO qipk:gkexp[/gdx] etwkzﬁ
Pk o o o
Or on a (voir ci-dessus)
exp [/idx] =p=o0ow
g
On en déduit
Pr = k+1 wy = ofw
L’équation devient donc
(0’k+1 w pflk”))/ + weotw p® =0 ke[0,n—1]

(0.k+1 W pflk+1))’

(k) _
= - —
Pn W
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Faisons k = n — 1 dans cette identité : p est une constante et sort de la dérivée du membre
de droite. ,

w-1 _ _ w_ (0" W)

n - pn ,u,,,la'"*lw

En descendant les valeurs de k jusqu’a O on obtient

_ _ /
w2 _ (O_n 1 wpfzn 1)) _ p’({l) (O'n w)//
Pn M 20" 2w Mn—1Hn—2 0" 2w
Py Py (0" w)"”
" Mn—1Mn—2Mn—3 o"SBw
A, d"
o — _ An n
= X) = wxX)o (X
P Pa(x) w(x)dx"[ ()" (x)]
avec -
Ay = (1) L2

Hk Mi

Pour chaque famille de polyndmes cette formule s’exprime par

Polynome Rodrigues

(—1)" @ N
Legendre P, ST T [(1 —x7) }

a" 2
dx" (e >

—1)"2"n! d" n—
Tchebychev T, ()7’1\/ 1 —x2 [(1 —x?) 1/2}

Hermite H, | (D" e

2n! dx"
et d" , , _,
Laguerre L, Py (x e )

) Relation de récurrence
a) Le polyndme xp, (x) est de degré n+1 ; compte tenu du résultat du probleme 8.3 on en déduit

n+l

xXpa(x) = g pe(x)
k=0
b) Les coefficients a; s’expriment par

b
ax = (pr, xpp) = / w(x) pr(xX)xpy(x)dx = (Xpx, pn)
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Corrigés des problemes

Toujours d’apreés le résultat du probleme 8.3 ce dernier produit scalaire est nul si
n>d°(xpy) =k +1,c’est-a-dire si k < n — 1. Donc

n+l

Xpa(@) = Y aepi(x) = @1 pu—1(X) + @ Pa(X) + Gyt Pt ()
k=n—1

¢) La relation établie a la question précédente se met sous la forme d’un relation de récurrence

pn+](x) = (an + an)Pn(X) + Cnpnf](x)

ay

N . ap—1 . A ez
ou les coefficients a, = ———,b, = —— et ¢, = ——— ; si les polyndmes sont de parité

L. . Apil an+fl . ,a n+] . . .
définie, le coefficient a, est nul. Le coefficient b,, s obtient en identifiant les coefficients
directeurs de part et d’autre du signe égal.

Polynome Récurrence
Legendre P, | m+D)P,y=Cn+1)xP,—nP,_;
Hermite H, | H,,  =2xH, —2nH,_,
Tchebychev T, | T4 =2xT, — T,
Laguerre L, | (n+1)L,yy =—xL,+@2n+1)L, —nL,_,

B Les zéros de p, sont tous réels et dans a, b[
a) p, (n > 0) change au moins une fois de signe dans ]a, b[. En effet

b
n>0= (p,,p)=0= po/ w(x)pn(x)dx

puisque pg est constant. La fonction w est positive ; donc pour que I’intégrale s’annule, p,
doit changer de signe au moins une fois dans Ja, b[.

b) Supposons que p, change k fois de signe dans la,b[ (avec k < n) et désignons par
X1,X2,...X; les positions de ces changements de signe (zéros de p,). Le polynome
Or(x) = (x — x1)(x — x2)...(x — x¢) est de degré k. On peut donc écrire (voir probleme 8.3)

k<n= (Qka pn) = 0
b
/ wx)Qx(x)pp(x)dx = 0

Mais les polyndémes Qy et p, ont les mémes changements de signe ; leur produit est donc
de signe constant dans ]a, b[. L’intégrale ne peut donc pas s’annuler. La contradiction n’est
levée que si k = n car a ce moment la le produit scalaire (Qy, p,) n’est pas forcément nul.
Cela entraine que p, a au moins n zéros réels dans ]a, b[. Mais comme p, est de degré n il a
au plus n zéros réels. On en déduit que p,, a tous ses zéros réels et dans Ja, b|.
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Ce probleme permet d’obtenir les principales propriétés des familles de polyndmes ortho-
gonaux et présente les techniques standard, basées sur 1’orthogonalité, utilisées dans les
problémes mettant en jeu ces polyndmes.

Probleme 8.5

Une fagon d’optimiser la bande passante d’un filtre d’ordre n est de rechercher dans I’ensemble P
des polyndmes de degré exactement égal a n celui qui approche le mieux zéro pour x € [—1,1],
c’est-a-dire celui qui rend minimal la quantité

M(p) = (nax |p(x)

On rappelle (voir probleme 8.4) que les polyndomes de Tchebychev sont solution de 1’équation
différentielle

(1 —x)T" —xT' +n’T, = 0
avec T,(1) = 1

ED On fait le changement de variable x = cos # dans 1’équation différentielle

T,(x = cos ) = T, (.9)

d d ~ 1 ~
T, = —Tx) = —T(0> ——T,(0)

d sin @

d do 1 cosf ~
T// — _T/ _ _—T/ el // T
" I w(X) 70 [ i ,,(9)] I T,(0) — s )]
1
sin? [ 0T”(0) COSG o (9)] ~cos@ [——T (0)] + 12T, (0) = 0
SlIl

= T"(0)+n’T,() =

a) On en déduit que _
T,(0) = A, cos(nf) + B, sin(nf)

Pour obtenir 7,(cos ) il faut exprimer fn(ﬁ) sous la forme d’un polyndme en cos §. Com-
mencons par montrer que la fonction sin(n6) n’est pas un polynéme en cos 6 :

1, . . 1
sin(n) = 5 (eM —e ) = 5 [(cos 6 +i sin6)" — (cos § — i sin 6)"]
l l

1 n
= 5 kz(:) Ck (cos 0)" [(i sin 0)" — (—i sin§)"]
[(isin0)" — (—isin®)] = 0sik=2l
= 2i(—1) sin?' 0 = 2i(—1)'sin 0 (1 — cos>0)" sik =20+1
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Corrigés des problemes

Donc sin(n#) = sin #x polyndme en cos§ — /1 — x2x polyndme en x.

On doit donc avoir B, = 0 = T,,(cos ) = Xi c_oxs(n 0) ; par ailleurs
T,(1)=1= A, =1= T,(cos ) = cos(nf)

b) On retrouve bien : T = 1 et

Ti(cos ) = cos =Ti(x)=x
Tr(cos §) = cos20 =2cos*f — 1 = Th(x)=2x>—1
Ts(cosf) = cos30 =...= 4cos’@ —3cosf = T3(x) = 4x3 — 3x

¢) On en déduit aisément les zéros et les extrema de T,(x) :

zéros . T,(x)=0<cos(nh) =0
- nH:(2k+1)g = x = cos [(2k+1)21}
n
extrema i Tu(x) =41 < cos(nf) = +1

= nl =kw = x; = cos [kz}
n

d) On établit la relation de récurrence :

cos(n+1)8 = cosnbfcosf — sinnb sin b
cos(n—1)0 = cosnbcosf+sinnf sinfd
cos(m —1)@+cos(n+1)0 = 2cosnbcosb
T, +T = 2xT,

Soit g, le coefficient directeur de 7,,. En identifiant le coefficient du terme de plus haut degré
(en x"*1) dans cette relation de récurrence il vient :

gn+1 = 2‘111

Comme T1(x) = x = ¢q; = 1; on déduit de ces deux équations g,, = -1 pourn > 1.

F) On note P I’ensemble des polynomes de degré exactement égal a n (n > 0) et de coefficient

directeur égal a 1. On définit fn = FT”' On a donc fn cP.
a) On calcule ./\/l(fn) |
M(Tn) = xerP—Elfil] ’Tn‘ = 1

i T,| = 1.
puisque max |7,]
b) Soit p € 73,/\]9 # T,. Supposons que M(p) < M(T,,). On définit le polyndéme g = T, — p.

i) Puisque 7, et p ont méme coefficient directeur, dans la différence le terme en x" disparait.
On a donc degré de g < n.
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ii) En x; = cos kz — YA",, est tour a tour maximum et minimum ; comme M(p) < M(fn)
onagqg(xy= 1)n> 0,g(x1) < 0,q9(x) > 0...q(x, = —1) = sign(—1)".

iii) De la question précédente on conclut que le polyndme g change n fois de signe dans
[—1,1]. Or il est de degré < n ce qui est contradictoire car le nombre de changements
de signes est inférieur ou €gal au nombre de zéros réels; il ne peut donc pas exister de
polyndme p € P tel que M(p) < M(Tp).

Le polynéme T7,, est bien celui qui, parmi les polyndmes de degré n, réalise la meilleure approxi-
mation de zéro dans I’intervalle [—1, 1] au sens de I’écart défini ci-dessus.

Ce qu'il faut retenir de ce probléme

Cette application des polyndmes de Techebychev n’exploite pas leur propriété d’orthogo-
nalité mais leur particularité de constituer la meilleure approximation polynomiale de zéro
sur un intervalle. Cette propriété est aussi utilisée en analyse numérique dans la méthode
d’économisation de Tchebychev.

Probléme 8.6

On désigne par {z;},k = 1,2, ... 1a suite des zéros de Jy et par {ux} ,k = 1,2, ... la famille de
fonctions définies par u;(x) = Jo(zxx).

ED En utilisant le résultat de 1’exercice 7.4 on a

xul () + up(x) + xzqup(x) = 0
(xu,’((x))/ +xziu(x) = 0 (Ex)

B On integre entre O et 1 la combinaison d’équation u; X (E;) — u; X (Ey)
1 ) , 1
/ [ukoc) (xuj(x))" — wi(x) (xug(x)) } dx + (2} — 2}) / xu(upx)dx = 0
0 0

1
[ (x) (o] (x)) — wy(x) (xu;(x))}é —/O [ () (xug(x)) — up(x) (xup(x))] dx+

I
o

1
(@ = 2p) / xuy (g (x)dx
0
1
= / xuy(Xup(x)dx =0 sik #1
0
puisque ux(1) = u;(1) = 0 et que d autre part les zéros étant tous distincts, k # [ = z; # zx

1 1
& / xur(xX)u(x)dx = Ny 6y ou N; = / X ]uk(x)\2 dx
0 0

Cela établit que cette famille constitue une suite orthogonale sur (0,1) avec fonction de poids x
et Ni = ||ug||” est le carré de la norme.
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Corrigés des problemes

E) Nous allons déterminer Nj.
a) Si dans la question 1 on définit u,(x) = Jo(ax) ol « est un réel quelconque (a priori # zi)
on obtient I’équivalent de I’équation (Ey)

(xuly (1) +x@?up(x) =0 (E,)
Si on combine ug x (E,) — uq X (Eg) on obtient

1
[up(x) (xup(x)) — ua(x) (xu,'g(x))](l) +(B% — aZ)/o xug(X)ua(x)dx =0

En remarquant que ug(1) = Jo(B) et que u, (1) = aJy(a) on obtient

1
(B~ ) [ xup(oua(dx = ah(B)Ii@) ~ BI(@Ji6)
0
Prenons maintenant la limite 8 — « :

aJo(B)Jy(@) — BJo(e) Jy(B)

B2 — a2

1
/ x[ua(x)]2 dx = lim
0 B—a

La derniere étape consiste a prendre la limite @« — z; :

1 1
/ X [uk()c)]2 dx = lim {/ X [ua(x)]2 dx}
0 a—Zk 0

b) On pose B = « + € et on fait un développement au premier ordre en € :

Jola+e) = Jyla)+ ejé(a) + o(€)
Jya+e) = Jj(a)+eJy(a)+o(e)
T Blo(a@)J5(B) — alo(B)Jg(a) . (a+e) Jo(a)Jy(a+e) — aly(a+e€)Jj(a)
im 5 5 = lim
B—a ac — ,8 e—0 —2a€
 J@)J@) + ady(@) (@) — a (Jj@)’
N —2a

¢) Si maintenant on fait tendre & — z; (on rappelle Jy(zx) = 0) on obtient

! 1 1
Ny = / x [ ()PP dx = ) (Jé(Zk))z =3 (J1(z0))*
0

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Les fonctions de Bessel permettent d’engendrer des bases orthogonales. Cette propriété
est exploitée dans la résolution de problemes aux limites a symétrie cylindrique (probleme
9.9).
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Probléme 8.7
On rappelle que les polyndmes de Legendre sont représentés par la formule de Rodrigues

(_l)n ar

Po(x) = S o [ = 2]

On en déduit :
D P,(—x) = (—=1)" P,(x);eneffet (1 —x2)" estun polyndme pair ; donc ses dérivées successives
sont tour a tour paires ou impaires.

F) Le coefficient directeur de P, vient a travers I’expression ci-dessus de la dérivée n'®" du
terme de plus haut degré dans (1 — x?)" soit (—1)" x*"

(=" n (2n)!
T [(=1)"2n(2n — 1)...2n —n+ )] = > 1)

a, =

E) Le terme constant vient a travers ’expression ci-dessus de la dérivée n*"¢ du terme de degré
n dans (1 — x%)"; ce terme n’existe que si n est pair; en appliquant la formule du bindme 2
(1 —x%)"le terme en x" est: C Z/ 2(—1)"2x". La dérivée n®" va engendrer un n! ; le coefficient
constant dans P, est donc

P(O) ( 1) Cn/Z( l)n/Zny_( 1)2 n! >
2 (%)

) La norme des P, est donnée par

1 1
S L _<—1)"/ A
FARS / Ry = [P0 0 - )

On integre par parties

i 1
Pl = o {P(x)[(l 2)"]("_”\1_1‘/ P,i<x>[(1—x2)"]<"—1>dx}
—1

Evaluons le terme intégré

(n—1—k)

(1= x> = [ -2 +x]" " ch [ =0 [+

n—1
= > C(='nm = 1) —k+ 1)1 —x)"*
xn(n — 1)...(k +2)(1 + x)&*!
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PourO <k <n—1lonaalafoisk+1 > 0etn—k > 0; donc I’expression ci-dessus s’annule
enx = —letenx = 1. On adonc

_1yn+l 1
HPnH2 _ ( 1) / P,:(x)[(l o x2)n](n71)dx
—1

2"n!

En itérant le processus n fois on obtient

(_1)2n

2
||Pn” = 2””'

1
/ PM(x)(1 — x?)'dx
—1

Mais P,f”) = n!w, ou «, est le coefficient directeur de P,. Par ailleurs

1 1 w/2
/(1x2)"dx = 2/(1x2)"dx = 2/ (cos 0> 46
—1 0 x 0

=sin 0
1. Tm+Dr (3 n\\/m
r (I’l+ i) (I’l + E) 221y
1 22y
N n+% 2n)!
En mettant tout ensemble
B = nlyede 127’1
o 2wl w2t o+l
2
P, =
gl 2n+1
) Ona
' 1 : 2\2n+17(2n+1)
— n+ n+
/0P2n+l(x)d-x = —m/o[(l—x) ] dx
1

1
= T aas i -

En x = 1 le terme entre [ ] est nul (voir B). En x = 0 il reste le terme constant de cette

expression, ¢’est-a-dire la dérivée (2n)""¢ du terme en x> dans (1 — x2)***!
1 1
n n
/o Py (x)dx m(zn)!c2n+l (=D

n 2n)!
=D 221+ 1(n + 1)!
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[ D’apres le résultat du probleme 8.4 ( [£)), la relation de récurrence s’écrit (en tenant compte
du fait que P, est de parité définie)

XP,,(X) = anPn+l(x) + ann—l(x)
En identifiant les termes de plus haut degré de part et d’autre on a

2nm)! 2n +2)! n+1

=a, = a, =
2n (n!)? 2n+ ((n + 1)1)? 2n+1

Par ailleurs

yo o @PuPit)  (PoxPo) [Pl (PoxPaci)
n - 2 - 2 - 2 2
[Po—tll [Pl [Paill” [Pl
12,7 2n—1 n n
— 1 — =
PP 2n+12n—1 2n+1

On en déduit
Cn+DxP,=nP,_1+(n+1)P,

Ce qu’il faut retenir de ce probleme
Toutes ces propriétés seront exploitées dans le probléme 9.8.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ET EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

RAPPELS DE COURS

9.1 LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

e Méthode générale

La forme générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre n est :

ap(X)y™ +a;(x)y" "V + - a,(x)y = f(x)

ol y est la fonction inconnue ; les fonctions {a; } sont les coefficients de 1’équation et la fonction
f le second membre.

Dans chaque intervalle ol tous les coefficients {a(x)} sont définis continus, la solution géné-
rale d’une telle équation s’obtient en ajoutant a une solution particuliere de 1’équation complete
la solution générale de 1’équation sans second membre ; elle-méme résultant d’une combinaison
linéaire arbitraire des n solutions indépendantes de 1’équation sans second membre.

On sait résoudre de facon générale les cas suivants :

« Equations du premier ordre
ap(x)y" +ai(x)y = f(x)

ai(x
1(x) dx]
. A . ao(X)
est une solution de 1’équation sans second membre, @ une constante arbitraire et yo(x) une
solution particuliere de 1’équation compleéte, qui peut s’obtenir par variation de la constante :
X /

f&) /
Yo(x) = Y1(x)/ ————dx’.
; ao(x")y1(x’)
« Equation du second ordre a coefficients constants

la solution générale est de la forme : y(x) = ay;(x) + yo(x) ol y;(x) = exp [ /

apy" + a1y’ +ary = f(x)

L’équation sans second membre se résout en posant y(x) = ¢"* olir € R ou C est déterminé par
identification. La solution particulieére de 1’équation compléte s’obtient par identification selon
la forme du second membre ou par la méthode de variation de la constante.
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Nous allons étudier plus longuement le cas des équations du second ordre sans second membre
et a coefficients non constants que nous écrivons sous forme normalisée (apres division par le
coefficient ag(x) de y”’) :

Y+ px) Y +q(x)y =0 9.1)
On peut caractériser I’équation par ses points singuliers.
o On dit que x( est un point ordinaire de 1’équation si p(x) et g(x) sont définies continues au
voisinage de xg.
« On dit que xg est un point singulier régulier de 1’équation si xp n’est pas un point ordinaire mais
si (x — xg) p(x) et (x — xo)2 g(x) sont définies continues au voisinage de xy.

Pour I’équation de Bessel
2

1 v
Y+ -y +(1-=)y=0
X X

le point xo = 0 est un point singulier régulier.

A défaut de méthode générale pour résoudre ce type d’équation, on peut utiliser I’une des
approches suivantes.

e Transformations intégrales (Fourier, Laplace)

Si I’équation peut étre mise sous la forme
a @)y +bx)y +c(x)y =0

ou les fonctions a, b, c sont des polyndmes de degré au plus égal & un, alors la transformée
de I’équation est une équation différentielle d’ordre au plus égal a 1, en vertu de la propriété

F{tf)} = —%—WF "(v) (ou équivalent pour la transformée de Laplace). Elle peut donc étre

résolue. En revanche rien ne garantit qu’on puisse en prendre la transformée inverse, en particu-
lier si aucune de deux solutions de 1’équation de départ n’admet de transformée de Fourier (de
Laplace) la méthode échouera a ce niveau. Si elle réussit on obtient une, voire deux, solutions
particulieres.

e Méthode de Frobénius (recherche de solutions sous la forme de séries)

Le théoreme de Fuchs établit que si x( est un point ordinaire ou un point singulier régulier de
I’équation différentielle (9.1) il existe au moins une solution de la forme

oo

Y =D an(x —x0)"™ 5 ag#0

n=0

ol A € N pour un point ordinaire et plus généralement a C (ou R ou Z) pour un point singulier
régulier. A est appelé exposant indiciel. Les coefficients a,, et I’exposant indiciel A sont déterminés
par identification. Ce dernier apparait comme la solution d’une équation quadratique, 1I’équation
indicielle. Dans le cas ot les deux solutions de cette équation sont réelles, c’est la plus grande des
deux qui engendrera la solution de 1’équation différentielle prévue par le théoréme de Fuchs.
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9.2. Equations aux dérivées partielles

e Méthode de variation de la constante

De facon générale, si une solution particuliere y; est connue on peut trouver une autre solu-
tion indépendante y, par la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire en cherchant
y2(x) = z(x)y1(x). En remplacant dans I’équation on obtient pour z

yiz"+2 (2y; +py1) =0

qui est une équation du premier ordre en z’ dont la solution formelle est

2(0) :/exp (—fp(x)dx)dx

yi(x)

e Problemes aux limites

L’évolution d’un systeme physique est modélisée mathématiquement par une équation différen-
tielle qui a le plus souvent un second membre (force extérieure, tension d’excitation...) et dont la
solution doit satisfaire une ou plusieurs conditions (conditions aux limites, conditions initiales).
Les méthodes ci-dessus permettent d’accéder a une ou plusieurs solutions particulieres de
I’équation sans second membre. Selon la forme des conditions aux limites et selon les proprié-
tés des solutions on peut obtenir une solution particuliere de I’équation compléte a 1’aide de la

transformation de Laplace, de la transformation de Fourier, de 1a méthode des fonctions de Green
(probléme 9.5).

9.2 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Nous nous cantonnerons a I’étude de quelques équations usuelles de la physique.

Soit ¢ R}*x R — C, (x,v,2,t) — ¢ (x,y,z,t). On note A 'opérateur Laplacien :
Oy Py Y

Ay = +
4 oxr  0y? 072

Equation de Laplace Ay =0

, 0

Equation de la chaleur a—lf = a’Ay

, 1 0%¢

Equation d’ond Ay — —=— =0
quation d’ondes 2902

. . s . 0P h?

Equation de Schrodinger ih— = —— A+ V(r)i

ot 2m
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L’opérateur Laplacien, omniprésent dans ces équations s’exprime dans d’autres systémes de

coordonnées (en utilisant la notation 0, pour —) :

Ou

— coordonnées sphériques  /(r, 0, ¢) — Ay = O*i + garlp + 12 [8§¢ +cot 0 aglﬁ] + #a%p
r

r2 r2sin®g ¢
1 1
— coordonnées cylindriques ¥(p, ¢,z) — A = agw + =0, + —zaiw + afw
p P

Selon le type d’équation et le type de conditions aux limites on peut établir 1’existence et 1’uni-
cité de la solution. Pour trouver la (ou les) solution(s) on peut de nouveau avoir recours a la trans-
formation de Laplace ou a la transformation de Fourier. On utilise aussi le plus souvent la méthode
de séparation des variables qui consite a chercher des solutions élémentaires sous forme facto-
risée (x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z). L’équation aux dérivées partielles se factorise alors en autant
d’équations différentielles que de variables, en introduisant des constantes arbitraires appelées
constantes de séparation. Du fait de la linéarité de ces équations, on obtient une solution générale
en superposant les solutions élémentaires.

ENONCES DES PROBLEMES

Probléme 9.1 Equation différentielle et séries de Fourier

Soit f un signal 27-périodique défini pour t €] — o, [ par f(¢) = t. Un oscillateur amorti est
excité a partir de 'instant = O par le signal f. L’équation de I’oscillateur est

Y42y +2y = f(Hu()

avec les conditions initiales y(0) = y’(0) = 0.
ED Trouver une solution particuliere de 1’équation (pour ¢ > 0) sous la forme d’une série de
Fourier ; cette solution satisfait-elle les conditions initiales ?

F) Trouver la solution générale de I’équation puis la solution particuliére qui satisfait aux condi-
tions initiales.

2

. SN IV ™ oy ™
Ondonne.wlzzn4+4:—§ <1+S1nh77') ethzz(_l) n4+4:_4slnhﬂ-

n=1 n=1

Probleme 9.2 Seconde solution de I’équation de Bessel

Soit I’équation de Bessel d’indice O :
" 1 /
Yy +-y +y=0
X
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Enoncés des problémes

. — (=1 /x\% NPT ; .
La fonction de Bessel Jy(x) = Z (k')2 (§> est la solution réguliere. Chercher I’ autre solution
o (k!

sous la forme

y2(x) = Jo(x)Inx + Z akxk
k=0
Comparer le résultat a la fonction de Neumann

2 2 [x2 3y
No(x) = 1nx—ln2+y]]0(x)+—[%—Exfg.;...l

ol y est la constante d’Euler.

Probléme 9.3 Equation de Legendre
L’équation de Legendre est définie pour o € R par
A —x2y" —2xy' +ay=0

ED Quels sont les points singuliers de cette équation ?

B On cherche des solutions sous la forme y(x) = Z agx.

k=0
a) Quel est a priori le rayon de convergence de cette série ?
b) Etablir la relation de récurrence entre les coefficients a.

¢) Les solutions obtenues sont-elles définies pour x = 17
On rappelle le critere de convergence de Gauss : pour une série numérique de terme général

B(n)

n n2
q>1, elle diverge si g < 1

Un N . £ .
Uy, ST — = 1+ ou B(n) est bornée quand n — oo alors la série converge si

E) Comment choisir @ pour que 1’équation ait une solution définie Vx € [—1,1]? Quelle est la
nature de cette solution ?

Probléeme 9.4 Méthode de Frobenius
1
Trouver selon les valeurs du parameétre réel o > 3 les solutions de 1’équation
xz(x +1)y" + 2x2y/ —afa—1Dxx+1)y=0
sous forme de développements en puissances de x.

Indication : dans le cas a = 3 on cherchera la deuxieme solution sous la forme : y,(x) = y;(x) In x+z(x).

Probleme 9.5 Fonction de Green et réponse impulsionnelle

La réponse y d’un systéme physique a une excitation x est souvent donnée par une équation
différentielle avec second membre
D.y(t) = x(t) 9.2)
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ou D est un opérateur différentiel linéaire. On appelle fonction de Green g(t) la solution de 1’équa-
tion quand x est remplacé par la distribution de Dirac

D.g(t) = 6(1)

ED Montrer que la solution y de 1’équation 9.2 est donnée par y = g * x.

F) Considérons un systéme physique dont I’équation de réponse est

Y'(®)+2y'(1) +5y(1) = x(1) 9.3)

a) Déterminer la transformée de Fourier G(v) de la fonction de Green g(¢).
b) En déduire I’expression de g(¢).

¢) En utilisant la dérivation au sens des distributions, vérifier que g(¢) est bien solution de
I’équation (9.3) avec second membre 6(¢).

On entre dans le systeéme le signal x() = e~ "l Calculer le signal de sortie y(1).
y g g

—bt
On donne /sin(at)e_b’dt - [a cos(at) + b sin(at)] .

a’ +b?
Probléme 9.6 Equation différentielle et transformation de Fourier
Soit I’équation différentielle

" / _ 12
Y +ty +3y=e

A T’aide de la transformation de Fourier, trouver une solution particuliere de cette équation.
Probléme 9.7 Equation différentielle et transformation de Laplace

Résoudre I’équation différentielle
t—Dy"+ty'+y=0  y0)=1;y(0)=-1
en utilisant la transformation de Laplace.

Probléme 9.8 Equation de Laplace en coordonnées sphériques

Nous allons résoudre 1’équation de Laplace en coordonnées sphériques par séparation des
variables. On cherche des solutions indépendantes de ¢ (symétrie azimutale) et factorisées sous
la forme

V(r,0) = Vi(r)V2(0)

D Etablir que les fonctions V; et V, satisfont

(V)L L (smovly

r .
Vl Sin 0 V2

ou A est une constante arbitraire.
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Enoncés des problémes

F) Montrer que 1’équation angulaire se réécrit aprés changement de variable x = cos 6
(1 —x)V) —2xV]+ AV, =0
ol Va(x = cos §) = Va(6).
B La fonction V,(0) doit étre bornée V6 € [0, 7]. En déduire que A = n(n + 1) o n € N.
) Résoudre dans ce cas 1’équation pour V;(r).

E) En déduire que la solution générale est de la forme :

B,
rn+l

V(r,0) = [A, r" +

n=0

1Py (cos 0) (9.4)

ou A, et B, sont des constantes arbitraires.

[ On va maintenant étudier un probléme spécifique en précisant des conditions aux limites. Il
s’agit de déterminer quel est le potentiel a [’intérieur d’une sphere de rayon R sachant que sur
I’hémisphere nord le potentiel est constant et vaut Vj et que sur I’hémisphere sud il est nul :

V(R,0) = V, 06[0,%[

- 0 06[%,77[

Déterminer les constantes A, et B, (équation 9.4) pour ce probleéme. On pourra utiliser les
résultats du probleme 8.7.

Probléme 9.9 Equation de Laplace en coordonnées cylindriques

Il s’agit de trouver la fonction V : R* — R solu-
tion de I’équation de Laplace : AV = 0 ou la fonc-
tion V est connue sur la surface d’un cylindre de hau- /%W
teur L, et de rayon a (voir figure 9.1). Compte tenu o (PP

de la géométrie du probléme on utilise les coordonnées e
cylindriques : V (p, ¢, z). Les conditions aux limites sont

explicitement V = 0 sur les parois et sur le fond du
cylindre, V = V(p, ¢) sur le couvercle. SRy

Nous allons chercher des solutions du probléme intérieur /
par séparation des variables : /

Vp, ¢,2) = Vi(p)Va(@)Va(2) /

|+ .

ED Montrer que >

Vg,'— A‘@ = 0 \\\\‘:;74£:fjl__———”///

" o
Vatulhs =0 Figure 9.1

1
Vi+e-vi+a-Ev = o
p p
ou A et u sont les constantes de séparation.
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F) Montrer que la condition V(¢ + 27) = Va(¢) implique u = n? ot n € N. En déduire que V,
est de la forme

Va(@) = As cos(ne) + B, sin(ng)

E) On étudie maintenant I’équation en V. Montrer que pour avoir une solution bornée 2 1’inté-
rieur du cylindre et qui s’annule sur la paroi il faut A > 0 (on posera A = k?). En déduire la
forme de la fonction V| (p).

) Dans la suite on supposera que le probleme a une symétrie azimutale, c’est-a-dire que
V(p, ¢, z) ne dépend pas de ¢. C’est le cas si le potentiel sur le couvercle de la boite est lui
méme indépendant de ¢ : Vy(p, ¢) = Vy(p). Dans ce cas Va(¢) = ¢'* & n = 0.

En imposant les conditions sur le fond de la boite (z = 0) et sur la paroi (p = a) montrer que
pour chaque entier positif p il existe une solution de la forme

. Z %
Vo(p,2) =4, Jo(zp§> sinh(z, ) p €N

ol A, est une constante arbitraire et {z,, } désigne la suite des zéros de la fonction de Bessel Jj.

B) De par la linéarité de 1’équation la solution générale est une superposition de ces solutions
élémentaires. o z
Vip,z) = A, Jo(z,=) sinh(z,—
(p.2) %‘7 p Jolzp ) sinh(z, )
p

a) En imposant la dernieére condition aux limites, sur le couvercle, V(p,z = L) = Vy(p) et en
utilisant I’orthogonalité décrite dans le probleme 8.6, montrer que les constantes arbitraires
A, peuvent s’écrire

2 a
Ay —— [ oYt
. 0 a
sinh(z,, 5) ladi(zp)]

b) Déterminer A, dans le cas ou Vy(p) = Vj constant.

Probléme 9.10 Equation de la chaleur

ED Calculer la transformée de Laplace de la fonction Erfc (%).

7

2 [o.¢]
On rappelle Erfc (x) = T / e_’zdt. Indication : on calculera la transformée de Laplace de
T X

a . . , .

—Erfc (—=) et on utilisera le résultat de 1’exercice 3.1(10).

dt Vit

F) Une tige conductrice semi-infinie est initialement 2 la température Ty. A I'instant f = 0 on
met son extrémité (qu’on prendra comme origine des abscisses) en contact avec un thermostat a
la température T # Tp. On veut étudier 1’évolution de la température le long de la tige au cours
du temps.

228



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Du mal a démarrer ?

La température u(x, t) en un point d’abscisse x de la tige a I’instant ¢ est solution de 1’équation

de la chaleur
Ou ,0%u

—=q" —
ot Ox2
avec les conditions aux limites

a>0,x2>20,r>0

t=0 u(x,00=T,
t>0 u0,0)=T
Iim u(x,t) =Ty

X— 00

Déterminer u(x, t) en utilisant la transformation de Laplace.

DU MAL A DEMARRER ?

Probléme 9.1
On cherche une solution particuliere de I’équation sous la forme d’une série de Fourier de période
27 ; il faut commencer par exprimer le second membre sous la forme d’une série de Fourier.

Probléme 9.2
Pour comparer la solution obtenue avec la fonction de Neumann, pensez qu’une combinaison
linéaire de solutions d’une équation différentielle linéaire est encore solution.

Probléme 9.3
E) Si a partir d’un rang N les coefficients sont tous nuls le probléme de convergence ne se pose
plus.

Probléme 9.4

Le point x = 0 est un point singulier régulier de I’équation (pour @ # 1) ce qui suggere la
recherche de solution sous forme de série généralisée. La forme de la relation de récurrence
conduit a une discussion sur les valeurs du parameétre «.

Probleme 9.5
B (a) On mettra G (v) sous la forme

1 1
im(v —vo)+ 1 2im(v+wp) + 1

Gy)=A

ol A et vy sont a déterminer.
F) () Utiliser g(1)8(1) = g(0)8(¢).
E) Calculer directement le produit de convolution en utilisant I’intégrale donnée.

Probléme 9.6
11 faut utiliser les propriétés de la transformation de Fourier.

Probléme 9.7
Prendre la transformée de Laplace de I’équation en utilisant les conditions initiales.
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Probléme 9.8
D 7 et 6 sont des variables indépendantes.

E) Utiliser le résultat de 1’exercice 9.3.

) Remarquer que 1’équation différentielle est homogene par rapport a la variable 7.

[® Utiliser le résultat du probleme 8.7 ([E)).

Probléme 9.9

D Méme méthode de séparation que le probleme précédent.

La condition V,(¢ + 27) = V,(¢) entraine que 27 est un multiple de la période de V5.
E) On reconnait 1’équation de Bessel ou de Bessel modifiée selon le signe de A.

) On utilisera
J1(ze)

2k

1
/ xJo(zxx)dx =
0

identité obtenue en intégrant 1’équation différentielle (E;) (probleme 8.6 D).
Probléme 9.10

D On prend la transformée de Laplace par rapport au temps : £, {u(x,)} = U(x, p).
La condition « lim u(x,t) bornée V¢ » entraine « lim U(x, p) bornée Vp ».

Corriges des problemes

Probléme 9.1
D On va chercher une solution particuliére sous la forme d’une série de Fourier de période 27 :

(1) = % +3" @, cos(nur) + B, sin(nr)

n>1

Commengons par mettre f sous la forme d’une série de Fourier : la fonction est impaire donc
a, =0et

(G0N

n

_L M P G _
bi=— [ tsin(indt = —22—= = f(1) = 2y

- n>1

sin(nt)

On plonge y dans 1’équation différentielle et on identifie au second membre (pour ¢t > 0); il
vient :

ay)g — 0
(—n2+2) a,+2nB, = 0
—2na, + (-n*+2) B, = —2(_’11)
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Corrigés des problemes

Ce qui donne
—n" , nr—2
n=4— ; =21 —~
T P =D n (n*+4)

La solution particuli¢ére obtenue est donc

= (-1 n?—2 .
yp(t) =4 El ad cos(nt) + sin(nt)
o (=1
Cette solution ne satisfait pas les conditions initiales puisque yp(0) = 4 g 7 = 4w, et

—n +4
> 22 1
pO =2 (1T = 2wy —dwy =
yp(0) (=D Aag 2w dw =g

n=1

F) La solution générale de I’équation est la somme de la solution particuliére yp et de la solution
générale y, de I’équation sans second membre

y'+2y' +2y =0

L’équation caractéristique est 7> +2r +2 = 0 = r = —1 4 i. On obtient pour la solution
générale de 1’équation sans second membre

Ye(t) = e "(Acost + Bsint)
et pour celle de I’équation compléete
y(t) = yg (1) + yp(1)
On impose les conditions initiales

y0) = A+yp(0)=0= A =—4w
y00) = —A+B+yp(0)=0= B =A—y,(0)=—2w,
Finalement la solution recherchée est

2

2n

Jol6) = ~et [(1 + 2 sin(nr)

5 sin t} +4 Z (_I)Z [cos(nt) + "

n* +
n=1

) P
- cos -
sinh 7 sinh 7

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La recherche de solution sous la forme d’une série de Fourier dans le cas d’un second
membre périodique est une extension de la méthode de recherche sous la forme d’une
combinaison sinus-cosinus quand le second membre est une fonction harmonique de fré-
quence donnée.
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Probleme 9.2

Soit I’équation de Bessel d’indice O :

1
Y+ =y +y=0
X

On cherche la deuxieme solution sous la forme

wx) = Jox)Inx + Zakxk
k=0
1 oo
J(x) = Ty Inx+—Jo(x)+ Y kagxt!
y2(x) o) Inx + = Jo(x) kz::l agx
yx) = J/(x)Inx+ gJ’(x) _ 1y (x) + ik(k — Dagx*=2
2 0 Pl 3270 2
" 1 ’ . 2 / ai > k
WA=+ = SJ@)+ =+ x [k +2)(k + Daga + (k + )k + ]
X X x o =
o (=D)P x\2 I 5 e
En remplagant Jy(x) = Z (o1 (5) et en identifiant terme a terme les séries obtenues on
— P
p=0
obtient
ay — 0
(k+2)ap2+a = 0 pour k impair = az,4 = 0
2 _ (=DF _
Qp+2)yayn+ay, = i+ D pourk =2p >0

Cette relation de récurrence ne peut se résoudre que numériquement ; on peut obtenir les premiers
termes

= 1:>a—i a + - G _ 3
P = T 16\ "T8) T 64 128

11 vient alors

xz  3x*
__+...
4 128

Vo (x) = Jo(x)Inx + [—
On reconnait, en facteur de ay, la fonction Jy. Si on compare a la fonction de Neumann on obtient
o
ya(x) = §No(X) +[ap+In2 — y] Jo(x)
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Corrigés des problemes

Donc y; est une combinaison linéaire des deux solutions indépendantes N et Jy. En choisissant

aoz—ln2+yonay2:gN0.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La méthode de Frobénius prévoit que dans le cas ou I’équation indicielle a une racine
oo

double ry, alors la premiere solution est de la forme y(x) = Zakxk”‘) et la seconde

k=0
e

y2(x) = y1(x)Inx + Z bix"™ Dans le cas de I’équation de Bessel d’indice zéro il y a

k=0
racine double o = 0 d’ou la forme de la seconde solution.

Probléme 9.3
L’équation est définie pour @ € R par

(1—x>y" —2xy" +ay =0

ED Les points singuliers de cette équation sont les zéros du coefficient de y” soit x = 1. Si on
normalise 1’équation on obtient

px) = etg(x)

—2x _ a
(1—x2) C(1—x?)

ou les coefficients p et g réferent a 1I’équation différentielle 9.1. Les fonctions (x = 1) p (x) et
(x + 1)2 g (x) sont définies continues. On en conclut que les points £1 sont des points singuliers
réguliers.

o]
B On cherche des solutions sous la forme y(x) = Z agxk.
0

k=
a) Le point xo = 0 est un point ordinaire. Du fait des points singuliers en x = 31 la convergence
de la série n’est assurée que pour |x| < 1.

b) Relation de récurrence entre les coefficients a; :

(1—x2)zakk(k—1)xk—2—2x2kakxk—1+azakxk =0
k=2 k=1 k=0

I
o

STk + 1) (ke +2) apar + (@ — k (k+ Dap)]
k=0

On en déduit
—a+kk+1)

T hk+)k+2) " ©-3)

(2)3%)
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On a une relation de récurrence par pas de deux qui engendre deux solutions

—a+2pR2p+1)
a
Qp+DHQ2p+2)

solutions paires : k=2p = ay, =

oo
yp(x) = ax”
p=0

—a+2p(2p—1
solutions impaires : k=2p—1= a1 = a2p (g; +p1) )azp,l
yi(x) = Zazpqxzp_l

p=1

¢) Prenons par exemple la solution paire. En x = 1

ye() = "ay
p=0

Appliquons le critere de Gauss pour étudier la convergence de cette série

1 1
ap :<MHMwm:0+ﬂ0+ﬂ
azp42 —a+2p(2p+1) <1+l_L>

p 4P

R Ll e (1
= S — - — o|—
2p  2p? p  4p? p?

En appliquant le critere de Gauss on a ¢ = 1. Donc la série diverge. On montre qu’il en est
de méme pour la solution impaire. On a vu que +1 est point singulier de 1’équation ; il n’est

donc pas étonnant que la série diverge en ce point la.

B Si on choisit @ = N(N + 1) la relation de récurrence (équation 9.5) va s’interrompre pour
k = N et la série se rameéne a un polyndme, qui est défini Vx et donc en particulier pour
x € [—1,1]. Par exemple pour N pair, N = 2P, c’est la solution paire qui va s’interrompre
pour p = Petonauraay, =0 Vp > P+1;]lasolution paire est alors un polyndme de degré

2P
P
yp() = ax*”
p=0

Si N = 2P — 1 c’est la solution impaire qui se ramene a un polynome de degré 2P — 1. Les

polyndmes ainsi engendrés sont les polyndmes de Legendre (voir chapitre 8).
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Imposer que la solution soit bornée sur [—1, 1] entraine que le parametre « ne peut prendre
que des valeurs discretes de la forme N(N + 1). C’est cet argument qui conduit a la dis-
crétisation du moment cinétique en mécanique quantique.

Probleme 9.4

1
Solutions de I’équation (a > E)

X2+ Dy +2x%y —a(a—D(x+1)y=0

o a=1= x*(x+1)y" +2x%y' =0.Onpose z = y’. Alors

4 2 1 1
—=——=2z=C =y=-C
7z x+1 1(x+1)2 Y 1(x+1)

+C2

e a # 1.Onremarque que x = 0 est un point singulier régulier. On va donc chercher des solutions
sous la forme

o0
Y=Y ax* i ag#0
k=0

Le terme de plus bas degré, en x”, vient de —a(a — 1)y et de x*y” : en égalant son coefficient
a zéro on obtient [’équation indicielle

alr¢c—1—alea—1]=0=r=aour=1—-«a

1, . . .
Comme o > — c’est a qui est la plus grande des deux racines et donc on aura toujours une
solution de la f%)rme (théoréme de Fuchs)

o
y =x“ E agx*
k=0

Déterminons maintenant la relation de récurrence entre les coefficients a;. Le coefficient du
terme en x**" est donné pour k > 1

(k+r—2)(k+r —Dag_1+k+r — D) (k+r)ag+2(k+r — Dag_1 —a(e—1) (ax +ar_1) =0

ce qui donne
[(k+r —1)(k+r)—ale— D] (ax+a,_) =0 (9.6)
Pour » = & on obtient
k(k+2a — 1) (ax+ax—1) =0 k>1
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1 . .
Commea > - = 2a—1 >0onendéduitay, = —ay_1 = a, = (—l)k ap. On obtient donc la
premiere solution

— a _lk k _ x“
00 =apx® Y (=1 x* = ap—

1 x| <1
k=0

Pour obtenir la seconde solution faisons »r = 1 — « dans la relation 9.6 :
k(k+1—2a) (ax+ar—1) =0 k=1

On voit que si 2 — 1 = N € N~ la relation de récurrence est interrompue pour k = N.
Commencons par envisager le cas

o 2a—1¢ N. Danscecask(k+1—2a) #0 = (ak + ak_l) = 0 on a la méme relation de
récurrence que pour y; et donc a; = (— l)k agp ; la seconde solution est donc

l—a

+1

o0
—a X
ya(x) = apx' ™"y (—l)kxk:aox
k=0

x| <1

o 2a — 1 = N € N*. Dans ce cas
(x+ar_1) = 0 1<k<SN-1=ag=(D'apourl <k<N-—1
(Clk +ak_1) = 0 N+1<k=>aq = (—1)k7NdN pourk >N+1
On a donc apparemment deux autres solutions

N—1
yx) = apx'7*Yy (—=DFxk
k=0

20) = ayx'") (=D TN
k=N

Cette derniere solution peut en fait &tre réexprimée

. N o0 Vo xN+1—a X
20 = ayx' %N (=D XN =ay = ay = yi(x)
k'=0

x+1 x+1

car puisque 2a — 1 = N alors N + 1 — a = « et on retrouve la solution y;. Donc seule la
fonction y, est une nouvelle solution

ol = (=D xN  xlme (N xe

1+x 1+x

N—-1
»@) = apx' ™Y (—x)f = apx
k=0

puisque N + 1 — a = «a. Finalement
l1—a

X
ya(x) = a o+ agy1(x)
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l—a
, la méme que dans le cas précédent
X

La nouvelle solution qui apparait est la fonction
ou2a—1¢N.

o a = —. Dans ce cas les deux exposants indiciels coincicent : « = 1 — «. La méthode consiste
alors a chercher la seconde solution sous la forme (voir probleme 9.2)

y2(x) = y1(x) Inx + z(x)

VX

avec y(x) = P

k=0
y1(x)In x est solution (z(x) = 0) ; on a donc

o0
et z(x) = Vx Z arx® ; en injectant dans I’équation on constate que

Inx /x

x+1

() =y (x)lnx =

Probléme 9.5
ED On rappelle que si f, f/,..., f™ et g sont dans L', (f xg)™ = f™ % g. On en déduit
D.(gxx)=D.gxx =86xx = x.

F) L équation satisfaite par g(r) est
g"(1) +28'(1) +58(1) = 8(1)
a) On prend la transformée de Fourier :

1

2.2 4 = =
(=47 v +4imv+5)Gv) =1= G(v) = 422 + dimv +5

b) On a

1 1
Qimv+ 1) +4  Qimv+1+2i)Qimv+1— 2i)
1 1 1

4i (2im(v—D)+1 2im@w+1)+1

Glv) =

Compte tenu du fait que F {e~“u(t)} = et F {*™ f(t)} = F(v — vp) onen

) 2iTv+a
déduit (ici vy = —)
T

Lo~ in Q1) u(t)

wet =3

1 : )
g(t) — 4_ [e2l7TVOIe—tu(t) o e—2l7TVole—tM(t)]
1
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¢) En utilisant la dérivation au sens des distributions,

g = —%e‘t sin(2t) u(t) + e " cos 2t) u(t) + %e" sin (2t) 8(t)
Oronasin(2t)8(t) =sin(0)8(1) =0 = g’ = —%e" [sin (2¢) — 2 cos (2¢)] u(t)

g = %e*f [sin (2¢) — 2 cos (20)] u(t) — e~ [cos (21) +2sin (20)] u(t)
—%e_[ [sin (2¢) — 2 cos (21)] &(7)

— —%e‘f sin (21) u(t) — 2e " cos (2t) u(r) + (1)

On vérifie bien que
g"(t) +28'(1) + 5g(1) = 8(1)

Remarque

Soit yp(r) = ¢~ ' (Acos(2t) + Bsin(2t)) la solution générale de I'équation sans second membre; la
fonction de Green est ici définie a cette fonction prés : g(¢) + yp(¢) est encore solution de la
méme équation. Si on impose g € £' alors cette partie transitoire ne doit pas apparaitre.

E) On entre dans le filtre le signal x(r) = e~ "l La réponse est
> 1 ! 4 1 o ’ /
Y= gra= /oo Ee_t sin (2¢') u(”) eilar = E/O e~ sin (2t") eI =" ar'

Sit<0=t—t|=t'-t=

et

L[> / 1 o
y) = —/ e "sin(2') e M dt’ = —e[/ e sin (2¢") dt’
2 /o 2 Jo
1
8

Sit>0=|t—1t'|=t—1t pourt’ <tett' —1sinon;on en déduit

1 ! ’ ’ 1 o0 ’ ’
y(t) = —/ e "sin(21') e dt’+—/ e "sin(21') 7" dt
2 0 2 t
1 — cos(2t) 1, e =
= — ¢ +5dx (2cos(2t") + 2 sin(2t"))
1
2 —cos(2t) +sin(2t) _,
= e

8
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Remarque
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1
y(t) = get sit <0

2 —cos(2t) +sin(2t) _,
e

it>0
3 S1

La encore pour obtenir la solution générale de I’équation on rajoute yp; si on cherche une solution
dans £' alors la fonction y ci-dessus convient.

Ce qu’il faut retenir de ce probléme

La fonction de Green n’est autre que la réponse impulsionnelle des problemes de filtre.
Cette méthode est surtout utilisée dans les équations aux dérivées partielles comme les
équations de Maxwell ot elle conduit a la notion de potentiel retardé.

Probléme 9.6
Prenons la transformée de Fourier de 1’équation

Y4ty 43y = e /2

2.2

(2i7rv)2Y(y)—ﬁ[zimY(y)]’ﬁY(v) = V2me 2™
oY () + (47 +2) Y () = V2me 77

Résolvons I’équation sans second membre

Appliquons la méthode de variation de la constante Yy(v) = K () vre 2

—vY' )+ (47 +2) Y(r) = 0
Y'@) _ —4720? 42 4’y 2
Y(v) v v
InlY (»)| = —47**+lv*+C

= Y,(v) = Kile

i

1 1
—v (K@) v2e™) = Vame ™ 5 K () = 5V2r—

2

2.2

1
= Yov) = 5\/27re*2” v

1 d?
On a yo(t) = F~\(Yy) = Ee*’Z/2 et y, (1) = FU(¥,) = A (e*fz/z) — A(2 = 1)e="/2. On

a donc

dr?

i
Y1) = A — e "2 + 5e*fz/2
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Ce qu’il faut retenir de ce probleme

La forme du second membre (fonction gaussienne) suggere d’utiliser la transformée de
Fourier. Cette méthode ne permet de trouver qu’une seule solution de 1’équation sans
second membre. On peut prolonger I’exercice en recherchant I’ autre solution par une autre
méthode (développement en série).

Probléme 9.7
Prenons la transformée de Laplace de I’équation
t—Dy" " +ty+y=0

On utilise £{y"} = p*Y(p) = py(0) = y'(0) = p*¥(p) — p + Let L{tf(} = —F'(p).
L’équation transformée s’écrit donc :

—(PYP) —p+1) = (PY(P) —p+1) —(PY(P) - D' +Y(p) = 0
(p+1DY +(p+2)Y = 1

Résolvons I’équation sans second membre

Y’ p+2 1
+1D)Y+(p+2)Y = 0= —=— - _1_
(p+1) (p+2) 7 ot Py
e_p
= Y(p)=K
(p) Py

On obtient une solution particuliere de 1’équation complete par variation de la constante

e P e P

Yo(p) = K(p) = (p+ DK’ (p) =1=K(p)=er
p+1 p+1

1
Y, —
o(p) Py
On a donc
Y(p)=K e’ + Lo Ke "Dyt — 1)+ e "ut)
p p+1 p+1

Ce qu’il faut retenir de ce probleme

On remarque qu’en dépit des deux conditions initiales il reste une constante arbitraire
dans la solution. L’explication vient du point singulier régulier de I’équation en ¢ = 1 qui
sépare I’axe réel en deux intervalles (0, 1) dans lequel sont imposées les conditions sur
y et I’intervalle (1, co) dans lequel « vit » la solution e_(’_l)u(t — 1) qui n’est donc pas
contrainte par les conditions en ¢ = 0. Si on veut imposer la continuité de la solution sur
R* il faut fixer K = 0.
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Probléme 9.8
ED On remplace dans 1’équation V par V, V, et on divise par V; V5. On obtient

(er)”+ 1 (sin@Vy))
r =

: 0
Vi sin 6 Vs

Le premier terme ne dépend que de r et le second que de 6 ; pour que la somme des deux soit
identiquement nulle il faut que les termes soient de la forme :

rvy)” = 1 (sin@Vy))

r —=
Vi sin 6 Vs

ol A est une constante arbitraire.

F) L équation angulaire se réécrit
sinf V,' +cosf V) +Asin@ V, =0

On fait le changement de variable x = cos 6 :

Va(x) = V(8 = Arccos(x))

dV,  dVdx . dVa(x)  ——dVx)
40~ dx ap Smb— = oVimxr—
d*V, d dVo(x) | dx

I N ST e At Butad

d6? dx[ Y Tdx | e

d2V(x) x  dV(x)
= /1 =x2|=+/1—x2 2
\/ o [ \/ AR * V1—x2 dx

= (1-2) V) —xVix)
L’ équation différentielle devient
(1 —x)HVS —2xVI+ AV, =0

E) On reconnait I’équation de Legendre. On a vu dans le probléme 9.3 que pour A quelconque les
solutions ne sont pas définies en x = *£1 c’est-a-dire en § = 0, 7 ce qui correspond a I’axe Oz.
Le potentiel V doit étre défini partout dans la sphere, en particulier sur I’axe Oz. La solution a
ce probléme a été trouvée dans le probleme 9.3 : il faut que A soit de la forme A = n(n +1) avec
n € N auquel cas I’équation a une solution polyndmiale (celle de méme parité que n), qui est le
polynome de Legendre P, et qui est donc définie Vx € [—1, 1]; I’autre solution reste singuliere
enx = =£1

Va(x) = Po(x) = Va(6) = Py(cos )
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) L équation pour V; est de la forme, avec A = n(n + 1),

ra V) —nmn+1)V, = 0
V! +2rv] —nn+ 1)V, = 0

Cette équation est homogene par rapport a la variable r ce qui suggere de chercher des solutions
de la forme V;(r) = r“. On obtient

ala—Dr*+2ar* —nn+Hr*=0
+a—nn+1)=0
= a=nou —(m+1)

et

n B”
Vi) =A, r" + S

ou les A, et B, sont des constantes arbitraires.

E) On en déduit que les solutions élémentaires de 1’équation de Laplace sont de la forme

B,
= 1P,(cos )

it

neN=—V,(r,0)=[A, r" +

La solution générale s’obtient par superposition des solutions élémentaires :

B,
7 1P,(cos 0)

rﬂ+

V(r,0) = [A, r" +

n=0

B On cherche la solution du probleme intérieur qui satisfait la condition aux limites :
p q
V(R, 0) = Vy(6) ou

Vo) = Vo 06[0%[
- 0 06[%,77[

Comme le potentiel est borné en tout point du domaine intérieur a la sphere, donc en particulier
en r = 0, on doit avoir B, = 0. Par ailleurs la fonction V doit satisfaire la condition sur la
sphere :

oo

V(R,0) = AyR"P,(cos ) = Vo(6)

n=0
Cette identité n’est rien d’autre que le développement de la fonction V() sur la base de poly-
ndmes de Legendre. On en déduit

Vo, P) _ 2n+1
— ») =
A 2

n
n

1
/ Vo(x) Py (x)dx
—1
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ou Vo(x) = V(6 = Arccos(x)) = Vp pour x €]0, 1] et O sinon. On a donc

2n+1 !
A, = nr VO/ Pn(x)dx
0

2R"

1
n = O:>/ Py(x)dx =1
0

1 1
1 1
n = 2k>0= / Py (x)dx = 2/ Py (x)dx = 5 (Py, Ph) =0
0 —1

(2k)!

PRIk D) (voir question [E) du probleme 8.7)

1
n = 2k+1= / Posi(x)dx = (—1)

0

On en déduit la solution

(4k + 3)(2k)! 2k+1
V(r,0) = 2+ V, Z( 1)"22k+2,d(])€(+ 1))' (—) Pats1(cos 6)
Ce qu’il faut retenir de ce probleme

Ce probléme est résolu par la méthode de séparation des variables. La factorisation de
I’équation de Laplace en coordonnées sphériques conduit pour la partie angulaire & une
équation de Legendre. La discrétisation de I’ensemble des solutions élémentaires vient de
la condition de continuité de la solution sur ’intervalle fermé [—1, 1] (voir probleme 9.3).

Probleme 9.9

D En injectant la solution sous forme factorisée V (p, ¢,z) = Vi(p)V2(@)V3(z) dans 1’équation
de Laplace
o*v L av 1 0%V 82

0p2 p Op p2 Era 822
et en divisant par V on obtient

() ().
—+——] + +(—] =0
Vi pVi/, V2 Vi),

Vs Vs Vi oV PP

=0

On en déduit

ou €ncore

V) —AV; 0
VZH +uV, = 0
0

1
Vi+e-vi+a -y =
p p
ol A et u sont des constantes arbitraires (constantes de séparation).
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F) L équation pour V, a pour solution une combinaison d’exponentielles si u < 0, une com-
binaison de fonctions sinus/cosinus si x4 > 0, un polyndme en ¢ si u = 0. La condition de
périodicité V,(¢+2m) = V,(¢) ne peut étre satisfaite que par la combinaison sinus/cosinus, (ou
par une constante si u = 0).

On adonc w > 0; posons u = r?

avecr € R.

Vao(e) = A cos(re) + B sin(ro)
La condition V(¢ + 27m) = V,(¢) entraine soit que la fonction V, est périodique avec une
période T telle que nT = 2 avec n quelconque dans N*, soit qu’elle est constante. La fonction

2
A cos(re) + B sin(r @) est de période il = r =n € N*. Donc
r

n € N=V,(¢) = Az cos(ne) + B, sin(ne)

ou le cas n = 0 correspond a la fonction constante.

E) On alors pour V;

n2

[+ 1V1/+()l -5V =0
P p
qui est une équation de Bessel d’ordre n. Suite a la discussion de I’exercice 7.4 :
—si A < 0 c’est une équation de Bessel modifiée. Comme les fonctions de Bessel modifiées ne
s’annulent pas, la condition de potentiel zéro sur la paroi ne peut pas étre satisfaite ;
—si A = 0 on a une équation homogene de solution générale V,(p) = Ap" + B/p" qui ne peut
satisfaire les deux conditionsque siA = B =0
—si A > 0 c’est une équation de Bessel standard dont les solutions ont des zéros; on pose
= k? et la solution générale est de la forme

Vi(p) = a Jy(kp) + B Ny(kp)

Le fait que V; soit bornée a I’intérieur du cylindre exclut la composante N, (kp) qui est singu-
liere a I’origine. On a donc Vi(p) = J,,(kp).

) On se restreint aux solutions a symétrie azimutale, n = 0. La fonction V; est solution de
I’équation
vy —k*Vs = 0
V5(z) = Asinh(kz)+ B cosh(kz)
Les solutions élémentaires sont maintenant de la forme
V(p,z) = Jo(kp) [A sinh(kz) + B cosh(kz)]
On doit avoir
V,z=0=0 = JykpB=0 Vp=B=0
Vip=a,z)=0 = Jylka)sinh(kz) =0 Vz
= Joka) =0 =k = 2
a
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ot {z,,} désigne la suite des zéros de Jy. Finalement on obtient les solutions élémentaires indi-
cées par I’entier p :
P, . 2
Vp(va) = Ap JO(Zp;) Sll’lh(Zp;) pE N*

) On obtient la solution générale compatible avec les conditions sur les parois en superposant
ces solutions élémentaires.

pP. . Z
V(P7 Z) = EEN Ap JO(ZpE) Slnh(zp;)
p *

a) Imposons la derniére condition aux limites, sur le couvercle,

P . L
V(p,z=L)= Vo(p) = EEN A, Jo(ng) Slnh(ng)
e

La condition d’orthogonalité établie dans le probleme 8.6 devient ici

a a2
/ /’J()(ZkB)Jo(ZzB)d,D = — (i(z))* Su
0 a a 2

Par conséquent

¢ P ¢ P P . L
/0 pVolp oz Drdp /0 pin2) S Ay (e, 2 sinhz, =) 4 ap

peEN*

. L [
= Z A, smh(zp—)/ pJo(ZkB)JO(ZpB)dP
pEN* @ Jo ¢ ¢

. L a*
= A Smh(ZkE)E (J1(z0)

D’ou le résultat )

Ay = T
sinh(zy g) [aJi (Zk)]2

/ pVo(p)Jo(zk 2rdp
0 a

b) En particulier si Vo(p) = Vo = ¢’ : on montre en intégrant I’équation différentielle (E;)
( D du probleme 8.6) que

“ Ji(zx)
/ ploa)dp = >
0 a Tk

On obtient pour le coefficient Ay :

2V,
Ay = 0

. L
2k J1(zx) sinh(zy 5)
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et
p. . Z
Jo(zp 5) sinh(z, 5)

Vip,2)=2Vo ) &
pEN* Zp.]](Zp) sinh(zp;)
Ce qu’il faut retenir de ce probléme

Ici aussi le probleme est résolu par la méthode de séparation des variables. La factorisation
de I’équation de Laplace en coordonnées cylindriques conduit pour la partie radiale a une
équation de Bessel. La discrétisation de I’ensemble des solutions élémentaires vient de la
condition aux bords.

Probleme 9.10
a
D Soit g(t) =Erfc (_t) et G(p) sa transformée de Laplace. On a

7

(t) = i { a eaz/f} — Ll [Leaz/f]
N A E TN VTN

—d*/t
On rappelle le résultat ( voir exercice 3.1( [[))) : £ {e 7 u(t)} = /ze*Z“\/ﬁ, a > 0.
p

On en déduit que

a < I ; >
cwo) = < [T Eeiay o [T e
{ J T Jp 4 u=2a/p Joa /p
} e—Za\/ﬁ

p

L{g' 1} = pG(p)—g0)=pG(p)= G(p)=L {Erfc (%)

F) On pose
Ux,p) = L {u(x, 1)} :/ e Pu(x, tdt
0

En prenant la transformée de Laplace de I’équation on obtient

2
pUG,p) e, 0) = 2T TP
U (x,
2P Uty = T,

La solution générale de cette équation (du second ordre a coefficients constants par rapport a la
variable x) est

o= ol vt w137
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On doit avoir lim u(x,t) bornée V¢ ce qui entraine lim U(x, p) bornée, et donc B(p) = 0.

X— 00

Imposons la condition a I’origine :

T—-T

w0, =T = U0, p) = % = Alp) =

Finalement la solution est

Ulx,p) =

0 exp [—i\/ﬁ} + —

a

Compte tenu du résultat préliminaire on en déduit

X
u(x,t) =(T —Ty)Erfc | —— | u(t) + Ty u(t)
2a\/t
Ce qu’il faut retenir de ce probléme
L’équation de la chaleur est résolue par transformation de Laplace, ce qui est suggéré par
les conditions aux limites et par la nature transitoire du phénomene étudié. Le systéme doit
tendre asymptotiquement vers 1’équilibre thermodynamique ; nous vérifions effectivement
sur la solution que lim u(x,t) =T Vx.
—00
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A

abscisse de sommabilité, 66
analytique (fonction), 95

base orthogonale, 197

de Fourier, 197

et fonctions de Bessel, 203
Bayard-Bode (relations de), 152, 160
Bessel (fonctions de), voir chapitre 7
Béta (fonction eulérienne), 8
Bromwich-Wagner (intégrale de), 67, 100

C

Cauchy
condition de, 95
critere de convergence de séries, 3
formule intégrale de, 95
partie principale de, 2, 42, 51, 127
théoreme de, 95

Causal
critere de causalité, 150-152
filtre, 70
fonction, 4, 33, 66, 119, 128
signal discret, 101

causal, voir chapitre 6

condition de Cauchy, 95

critere de convergence
d’intégrales, 1
de Gauss, 225
de séries, 2, 3

D

dérivée non entiere, 149
Dirac
distribution, 124
impulsion de, 6
peigne de, 125

INDEX

distribution, voir chapitre 5
convolution, 127
de Dirac, 124
peigne de Dirac, 125
Pseudo-fonction, 124
transformée de Fourier, 125

E

égalité presque partout, 5
équation
d’ondes, 170, 172, 173, 223
de Bessel, 165, 166
de la chaleur, 169, 223, 228
Transformée de Fourier, 45
de Laplace, 223, 226, 227
Transformée de Fourier, 45
de Legendre, 225
équations aux dérivées partielles, 223
équations différentielles, 3, voir chapitre 9
méthode de Frobénius, 222
points ordinaires, points singuliers, 222
exponentielle intégrale (fonction), 8

F

filtre, voir chapitre 6
a phase minimale, 160
et Transformée de Fourier, 46
fonction
analytique, 95
causale, 4, 33, 66, 119, 128
continue, continue par morceaux, 4
d’erreur, d’erreur complémentaire, 8
de Green, 225
de Heaviside, 4, 7
de transfert, 69, 148
eulériennes (Béta, Gamma), 8
exponentielle intégrale, 8
localement sommable, 5
sinus intégral et cosinus intégral, 8
sommable, de carré sommable, 5, 41, 42, 148,
196
tempérée, 5



Index

fonctions de Bessel, voir chapitre 7
de premiere espece, 165
et modulation de fréquence, 169
modifiée, 166
fonctions de Hankel, 165
fonctions de Neumann, 165
formule de duplication
fonctions eulériennes, 100
formule des compléments
fonctions eulériennes, 99
formule intégrale de Cauchy, 95
Fourier
coefficients de, 7
séries de, 7, 47, 98, 101, 129
transformée de, 41, 100, 128—-131, 225, 226
Fresnel
intégrales de, 98
Frobénius
méthode de résolution d’équations différentielles,
222,225

G

gain complexe, 148
Gamma (fonction eulérienne), 8, 225

H

Hankel
fonction de, 165
transformation de, 174
Heaviside (fonction de), 4, 7
Hermite (polyndmes de), 199
Hilbert
espace de, 196
transformée de, 137, 141

I

impulsion de Dirac, 6
inégalité triangulaire, 97
intégrale
de Bromwich-Wagner, 67
de Fresnel, 98
de Riemann, 1
généralisée, 1,9

Jordan (lemmes de), 96

250

K
Kramers-Kronig (relations de), 128, 151

L

Laguerre (polyndmes de), 72, 199
Laplace
équation de, 226, 227
transformée de, 66, 100, 226
largeur d’un signal, 48
Laurent (séries de), 95
Legendre
polyndmes de, 198, 199, 203, 218, 225, 227
lemmes de Jordan, 96
ligne de transmission, 70

N

Neumann (fonctions de), 165

0]

orthogonalité, voir chapitre 8
oscillateur, 69, 70

P

Paley-Wiener (théoreme de), 152, 161
paquet d’ondes gaussien, 48
Parseval (relation de), 7, 42, 63, 100, 115, 197
partie principale, 2, 42, 51, 127
peigne de Dirac, 125

transformée de Fourier, 129, 130
Plancherel (relation de), 42, 55, 197
polyndmes

de Hermite, 199

de Laguerre, 72, 199

de Legendre, 198, 203

de Tchebycheyv, 199, 201
porte (fonction), 7
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, 198
produit de convolution, 9

et distributions, 127

et transformée de Fourier, 42, 44

et transformée de Laplace, 67
produit scalaire, 196
pseudo-fonction, 124



R

relation de Parseval

et base orthogonale, 197

et séries de Fourier, 7

et transformée de Fourier, 42, 63, 100, 115
relation de Plancherel, 42, 55, 197
résidus

calcul des, 96

théoreme des, 96
Riemann

fonction zéta de, 2

intégrale de, 1

S

séries
criteres de convergence, 2
de fonctions, 3
de Laurent, 95
géométriques, 2
numériques, 2
séries de Fourier, 7, 11, 47, 98, 101, 143
coefficients, 7
et équation différentielle, 224
et causalité, 153
et filtre, 149
et fonctions de Bessel, 170
et peigne de Dirac, 129
relation de Parseval, 7
Shannon (théoréme de), 47
signe (fonction), 7
sinus cardinal (fonction), 7
sinus intégral et Cosinus intégral (fonctions), 8

Index

sommable, de carré sommable
fonction, 5, 41, 42, 148, 196

T

Tchebychev (polynomes de), 199, 201
tempérée
distribution, 124
fonction, 5, 124
théoréme
de Cauchy, 95
de la valeur finale, 67
de la valeur initiale, 67
de Paley-Wiener, 152, 161
de Shannon, 47
des résidus, 96
transformation de Hankel, 174
transformation en Z inverse
et théoreme des résidus, 101
transformée de Fourier, voir chapitre 2, 128-131
des fonctions usuelles, 42
et équations différentielles, 45, 225, 226
formules de Plancherel et de Parseval, 42
inverse, 100
propriétés, 42
sinus, cosinus, 44, 46
transformée de Hilbert, 137
transformée de Laplace, voir chapitre 3
des fonctions usuelles, 68
et lignes de transmission, 70
inverse, 66, 100
propriétés, 67
triangle (fonction), 7
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